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Hatarozott integral alkalmazasa: térfogatszamitas

TETEL:
Legyen f (x) az [a; b] intervallumon folytonos fliggvény. Az f(x) egyenleti gérbét, valamint
az x = a és x = b egyenest megforgatva az x - tengely kortil a keletkezett forgastest térfogata:

V=n-f;f2(x)dx.

Megjegyzés:

o Az egymdst az a és b abszcisszdjii (a < b) pontokban metszd [a; b] — n folytonos és pozitiv
ertekii f (x) és g (x) fiiggvények (f > g) gorbéje dltal hatarolt sikidom x — tengely koriili
forgatasaval keletkezd test térfogata: V = 1 - ff fP(x)dx—m- f: g% (%) dx.

e Amennyiben nem tudjuk, hogy a két fiiggvény koziil az [a; b] — n melyik a nagyobb, akkor
célszerii abszolutértékkel szamolni: V = |T[ . f; fP(x)dx—m- f: g% (x) dx|.

TETEL:
Az f:la;b] c R - R;x — f (x) az [a; b] — n folytonos fliggvény esetén az f fiiggvény
x — tengely koriili forgatasaval kapott forgastest palastjanak teriilete, vagyis a forgasfeliilet

felszine: A = 2m - f:f (x) -1+ [f'(x)]? dx.

TETEL:
Ha f: [a; b] — R fliggvény folytonosan derivalhato (derivalhat6 és derivaltja folytonos), akkor

f grafikus képének ivhossza: i = f: J1+[f'(x)]? dx.



Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Gyvakorlo feladatok

. Szamitsd ki az y = —2x + 5 egyenletii egyenesnek az x - tengely koriili forgatasakor
keletkezo forgastest térfogatat az x; = —1 és az x, = 2 hatarok kozott!

. Szamitsd ki az y = x*> + 3 egyenletii gorbének az x - tengely koriili forgatasakor
keletkezo forgastest térfogatat az x; = —4 és az x, = 4 hatarok kozott!

. Forgasd meg az x — tengely koriil az x € [0; 2] intervallumon az f(x) = x3 egyenletii
gorbét. Mekkora a keletkezo test térfogata?

. Forgasd meg az x — tengely kériil az x € [0; 2] intervallumon az f(x) = 2x3 egyenletii
gorbét. Mekkora a keletkezo test térfogata?

. Szamitsd ki az y = x3 — 1 egyenletii gorbének az x - tengely koriili forgatiasakor
keletkezo forgastest térfogatat az x; = 0 és x, = 2 hatarok kozott!

. Forgasd meg az x — tengely koriil az x € [0;8] intervallumon az f(x) =2 Vx
egyenletii gorbét. Mekkora a keletkezo test térfogata?

. Forgasd meg az x — tengely koriil az x € [—1; 1] intervallumon az f(x) = V1 — x?
egyenletii gorbét. Mekkora a keletkezo test térfogata?

. Forgasd meg az x — tengely koriil az x € E 2] intervallumon az f(x) = ; egyenletii
gorbét. Mekkora a keletkezo test térfogata?

. Forgasd meg az x — tengely koriil az x € [0;%] intervallumon az f(x) =cosx—1
egyenletii gorbét. Mekkora a keletkezo test térfogata?
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Forgasd meg az x — tengely koriil azt a sikrészt, amelyetaz y = 3 - (x + 1988)? — 12
egyenletii parabolabdl az y = 0 egyenletii egyenes levag, és szamitsd Ki az igy kapott
forgastest térfogatat!

Az y = —x%? + 2x + 3 egyenletii parabolinak az x - tengely altal levagott ivét
forgassuk meg az x tengely koriil! Mekkora lesz a keletkezett forgastest térfogata?

Mekkora térfogati forgastest keletkezik, ha az x tengely koriil megforgatjuk az
y = sin(2x) gorbe, valamint az x = 0, az x = m, és az y = 0 egyenesek altal hatarolt
sikidomot?

Mekkora térfogatia forgastest keletkezik, ha az x — tengely koriil megforgatjuk az
f(x) = sin(3x) gorbe, tovabba az x = m, az x = 2w és az y = 0 egyenesek altal
hatarolt sikidomot?

Az y=ax*+bx+c egyenletii parabola atmegy az A (2;—7),B(—1;20) és a
C (0;9) pontokon. E parabola x - tengely altal levagott szeletét forgasd meg az
x - tengely koriil, és szamitsd ki az igy keletkezett forgastest térfogatat!

Az y = ax? + bx + ¢ egyenletii parabola Atmegy az origén és csicspontjanak
koordinatai T (5;—7). Forgasd meg az x - tengely koriil azt a sikrészt, amit e
parabolabél az x - tengely levag, és szamitsd ki az igy keletkezett forgastest térfogatat!

Forgasd meg az x - tengely koriil azt a sikrészt, amelyet az y = —x%> —4x+ 5
egyenletii parabola vag le a masodik siknegyedbdl, és szamitsd ki az igy kapott
forgastest térfogatat!

Mekkora annak a forgastestnek a térfogata, amelyet az y = x> + 8 egyenletii gorbe
és a két koordinata - tengely altal hatarolt sikidom x - tengely koriili forgatasaval
kapunk?

MekKkora a térfogata annak a forgastestnek, amelyet az y = x3 — 2 egyenletii gorbe,
az x - és az y - tengely altal hatarolt sikrész x - tengely koriili forgatasakor keletkezik?
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Az y = —9x% + ¢? egyenletii parabola egyenletében hatirozd meg a c értékét ugy,
hogy a parabolabdl az x - tengely 12 egysgényi teriiletet vagjon le! Forgasd meg ezt a
levagott parabolaszeletet az x - tengely koriil, és szamitsd ki a keletkezett forgastest
térfogatat!

Mekkora annak a forgastestnek a térfogata, amely az f(x) = x? és a g(x) = x
egyenletii gorbe altal hatarolt sikidom x — tengely koriili forgatasaval keletkezik?

Forgasd meg az x — tengely koriil azt a sikrészt, amelyet az f(x) = x> gorbébél a
g(x) = 9x egyenes levag és szamitsd ki a keletkezett forgastest térfogatat!

Tekintsiik az f(x) = 2x% — 5x + 1 egyenletii parabola és a g(x) = x — 3 egyenletii
egyenes altal hatarolt sikrészt, és ezt a sikidomot forgasd meg az x - tengely koriil!
Mekkora lesz a keletkezett forgastest térfogata?

Forgasd meg az x - tengely koriil az f(x) = x% és a g(x) = %xz +x+ 175 egyenletii
parabolak altal hatarolt sikrészt, és szamitsd ki a keletkezett forgastest térfogatat!

Két parabola atmegy a P(2;0) és a Q(6;0) pontokon, tengelyiik parhuzamos az
y - tengellyel, csicspontjuk ordinataja pedig 4, illetve 8. A két parabola altal hatarolt
sikrészt forgasd meg az x - tengely koriil, és szamitsd ki a keletkezett forgastest
térfogatat!

Mekkora annak a forgastestnek a térfogata, amely az f(x) = x% és a g(x) = Vx
egyenletii gorbék altal hatarolt sikidom x — tengely koriili forgatasaval keletkezik?

Mekkora annak a forgastestnek a térfogata, amely az f(x) = —x3 és a g(x) = —Vx
egyenletii gorbék altal kozrefogott sikrész x - tengely koriili forgatasakor keletkezik?

Szamitsd ki az y? = 2x egyenletii parabolabél az x = 5 egyenletii egyenessel levagott
sikidomnak az x - tengely koriili forgatasaval keletkez6 test térfogatat!
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Forgasd meg az x — tengely koriil az f(x) = x* + 3 egyenletii parabolinak azt a
szeletét, amelyet az A (1;4) és a B (3; 12) pontjait 6sszekoté hiirja vag le, és szamitsd
ki a keletkezett forgastest térfogatat!

Hatarozd meg annak a testnek a térfogatat, amelyet az f(x) = 2x? + 4 fiiggvény
gorbéje, valamintaz A (—1; 6) és a B (3;22) pontokon atmendé egyenes altal hatarolt
sikidom x - tengely koriili forgatasaval nyeriink!

Forgasd meg az x - tengely koriil azt a sikrészt, amelyet az f(x) = x% + 1 egyenletii
parabolabol az A (—2; 0) ponton atmend 2 iranytangensii egyenes levag, és szamitsd
ki az igy kapott forgastest térfogatat!

Forgasd meg az y — tengely koriil az f:[0;10] - R; x — x fiiggvény grafikonjat.
Mekkora a keletkezo test térfogata?

Forgasd meg az y — tengely koriil az f:[0;10] - R; x — 2x fiiggvény grafikonjat.
Mekkora a keletkezo test térfogata?

Forgasd meg az y — tengely koriil az f:[0;3] > R; x — x? fiiggvény grafikonjat.
Mekkora a keletkezo test térfogata?

Forgasd meg az f(x) = x3 fiiggvény gorbéjének x € [0; 2] intervallum feletti részét
az y - tengely koriil. Hatarozd meg a kapott test térfogatat!

Mekkora annak a forgastestnek a térfogata, amely az f(x) = x? és a g(x) = x
egyenletii gorbe altal hatarolt sikidom y - tengely koriili forgatasaval keletkezik?

Hatarozd meg az f:[0; 2] - R; x — x? fiiggvény gorbéjének x - tengely forgatisa
soran keletkezo test térfogatat! Hatarozd meg az y - tengely koriili forgatasa soran
keletkezo test térfogatat! Melyik a nagyobb?
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Mekkora annak a forgastestnek a térfogata, amelyet az f(x) = x% + 5 egyenletii
parabola, e parabola P (—2;9) pontjara illeszked6 érintéje és az y - tengely altal
hatarolt sikrész x - tengely koriili forgatasakor kapunk?

Tekintsiik azt a sikrészt, amit az f(x) = 3x? egyenletii parabola, az x - tengely és a
parabola P (2;12) pontjara illeszkedé érinté hatarol. Forgasd meg az x — tengely
koriil! Mekkora a keletkezett forgastest térfogata?

Szamitsd ki annak a forgastestnek a térfogatat, amelyet az f(x) = x3 egyenletii
gorbének az x - tengely feletti része, a gorbe 8 ordinataji pontjara illeszkedo érintdje
és az x - tengely altal hatarolt sikrész x - tengely koriili forgatasakor kapunk!

Szamitsd ki annak a testnek a térfogatat, amely az f: R{ - R, f(x) = v2x fiiggvény
grafikonja, az x - tengely és a gorbe P(8;4) pontbeli érintéje altal hatarolt zart
sikidomnak az x - tengely koriili forgatasakor keletkezik!

Szamitsd ki annak a testnek a térfogatat, amely az f(x) = v3x fiiggvény grafikonja,
az x — tengely és a gorbe P(12; 6) pontbeli érintdje altal hatarolt zart sikidomnak az
x — tengely koriili forgatasakor keletkezik!

2
Szamitsd ki annak a forgastestnek a térfogatat, amelyet az f(x) = xI egyenletii

parabola, a parabola 9 ordinataju pontjaira illeszkedé érintdi és az x — tengely altal
hatarolt sikrész x — tengely koriili forgatasakor kapunk!

Szamitsd ki annak a forgastestnek a térfogatat, amelyet az f(x) = %xz egyenletil

parabola, a parabola 8 ordinataja pontjaira illeszkedé érintdi és az x - tengely altal
hatarolt sikrész, x - tengely koriili forgatasakor kapunk!

Az y=2x—1,az y=6 és az y = —x + 20 egyenletii egyenesek altal hatarolt
sikidomot forgasd meg az x - tengely koriil! Mekkora lesz a keletkezett forgastest
térfogata?
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Forgasd meg az x - tengely koriil azt a sikrészt, amelyet az y = x> egyenletii
parabolabél az y = 1 és az y = 3 egyenletii egyenesek vagnak Ki, és szamitsd ki a
keletkezett forgastest térfogatat!

Forgasd meg az x - tengely koriil azt a sikidomot, melynek az y = x? egyenletii
gorbébol azy = 1 és y = 4 egyenletii egyenesek vagnak ki. Mekkora a keletkezo test
térfogata?

Szamitsd ki annak a forgastestnek a térfogatat, amelyet az y = x3, az y = —x3 és az
y = 5 egyenletii gorbék altal hatarolt sikrész x - tengely koriili forgatiasakor kapunk!

Szamitsd ki annak a forgastestnek a térfogatat, amelyetazy = x3 + 1,azy = 5és az
x = 0 egyenletii gorbék altal hatarolt sikrész x - tengely koriili forgatasakor kapunk!

Forgasd meg az y* = x, az y*> = 3x és az x = 5 egyenletii gorbék altal hatirolt
sikidomot az x - tengely koriil! Mekkora a keletkezett forgastest térfogata?

Forgasd meg az x - tengely koriil az x? + y? = 25 egyenletii kort. Mekkora a
keletkezo forgastest térfogata?

Szamitsd ki az origé kozéppontu, 3 egység sugaru félkor x — tengely koriili
forgatasaval keletkezo gomb térfogatat!

2 2
Forgasd meg az x - tengely Koriil az ’1‘—6+% =1 egyenletii ellipszist. Mekkora a
keletkezo forgastest térfogata?

Forgasd meg az x - tengely koriil azt a korszeletet, amelyet az x> + y* = 25 egyenletii
korbol az x — 3y = —5 egyenletii szelo levag! Mekkora a keletkezett forgastest
térfogata?
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Egy fémbdol késziilt lemez hatarolo vonalai a kovetkezo fiiggvények grafikonjai:
f(x)=xtés g(x) = gxz + 3 (az x értékei cm — ben értenddk).

a) Hatarozd meg, hogy mennyi egy ilyen lemez anyagkoltsége, ha a felhasznalni
kivant aluminium lemez négyzetcentiméterenként 2 Ft — ba Keriil!

b) Egy forgastest alaki cserépedény osszes tengelyre illeszkedd keresztmetszetének
alakja egybevagé a fenti lemez alakjaval, azaz a cserép a két gorbe altal hatarolt
teriilet y - tengely koriili megforgatasaval keletkezik. Mennyi egy ilyen cserép —

pohar tomege, ha a gyartasakor felhasznalt anyag stirisége 3 #'?

Hatarozd meg az f(x) = V3 fiiggvény x € [0; 3] intervallum feletti ivhosszat!

Forgasd meg az x — tengely koriil az x € [2; 3] intervallumon az f(x) = x egyenletii
egyenest. Mekkora a keletkezo nyitott test kiils6 felszine?

Forgasd meg az x — tengely koriil az x € [1;4] intervallumon az f(x) =2-x
egyenletii gorbét. Mekkora a keletkezo nyitott test Kiilso felszine?

Forgasd meg az x — tengely koriil az x € [—1;2] intervallumon az f(x) = x3
egyenletii gorbét. Mekkora a keletkezo nyitott test kiilsé felszine?

2
Az f(x) = % parabola x € [0; 3] feletti részének y - tengely koriili forgatiasabol
kaptunk egy forgasparaboloidot. Mennyi vizet képes 0sszegyiijteni, ha Kitessziik az
esore? Mekkora a vizzel érintkezo feliilet felszine?

Hatarozd meg integral segitségével a 15 cm magas egyenes csonkagula alaku, alulrél
nyitott limpabura Kiilsé felszinét, ha fedékore 5 cm, alapkore 10 cm sugaru!

Szamitsd Ki integrallal a 20 cm atméréji, 15 cm magas forgaskup térfogatat és
felszinét!

Egy iivegpohar ,tengelymetszete” az f(x) = x? fiiggvény x € [—2;2] intervallum
feletti része. Mekkora a feliilete, ha a pohar szaratdl és talpatol eltekintiink, s egy
egység 3 cm —t jelent?
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