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Határozott integrál alkalmazása: térfogatszámítás 
 

 

 

TÉTEL: 

Legyen 𝑓 (𝑥) az [𝑎; 𝑏] intervallumon folytonos függvény. Az 𝑓(𝑥) egyenletű görbét, valamint 

az 𝑥 = 𝑎 és 𝑥 = 𝑏 egyenest megforgatva az 𝑥 - tengely körül a keletkezett forgástest térfogata: 

𝑉 = 𝜋 ∙ ∫ 𝑓2 (𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
. 

 

 

Megjegyzés: 

 

 Az egymást az 𝑎 és 𝑏 abszcisszájú (𝑎 < 𝑏) pontokban metsző [𝑎; 𝑏] – n folytonos és pozitív 

értékű 𝑓 (𝑥) és 𝑔 (𝑥) függvények (𝑓 > 𝑔) görbéje által határolt síkidom 𝑥 – tengely körüli 

forgatásával keletkező test térfogata: 𝑉 = 𝜋 ∙ ∫ 𝑓2 (𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
− 𝜋 ∙ ∫ 𝑔2 (𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
. 

 

 Amennyiben nem tudjuk, hogy a két függvény közül az [𝑎; 𝑏] – n melyik a nagyobb, akkor 

célszerű abszolútértékkel számolni: 𝑉 = |𝜋 ∙ ∫ 𝑓2 (𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
− 𝜋 ∙ ∫ 𝑔2 (𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
|. 

 

 

 

 

 

TÉTEL: 

Az 𝑓: [𝑎; 𝑏] ⊂ ℝ → ℝ; 𝑥 ⟼ 𝑓 (𝑥) az [𝑎; 𝑏] – n folytonos függvény esetén az 𝑓 függvény  

𝑥 – tengely körüli forgatásával kapott forgástest palástjának területe, vagyis a forgásfelület 

felszíne: 𝐴 = 2𝜋 ∙ ∫ 𝑓 (𝑥) ∙ √1 + [𝑓′(𝑥)]2 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
. 

 

 

 

TÉTEL: 

Ha 𝑓: [𝑎; 𝑏] → ℝ függvény folytonosan deriválható (deriválható és deriváltja folytonos), akkor 

𝑓 grafikus képének ívhossza: 𝑖 = ∫ √1 + [𝑓′(𝑥)]2 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
. 
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Gyakorló feladatok 
 

 

 

1. Számítsd ki az 𝒚 = −𝟐𝒙 + 𝟓 egyenletű egyenesnek az 𝒙 - tengely körüli forgatásakor 

keletkező forgástest térfogatát az 𝒙𝟏 = −𝟏 és az 𝒙𝟐 = 𝟐 határok között! 

 

 

 

2. Számítsd ki az 𝒚 = 𝒙𝟐 + 𝟑 egyenletű görbének az 𝒙 - tengely körüli forgatásakor 

keletkező forgástest térfogatát az 𝒙𝟏 = −𝟒 és az 𝒙𝟐 = 𝟒 határok között! 

 

 

 

3. Forgasd meg az 𝒙 – tengely körül az 𝒙 ∈ [𝟎; 𝟐] intervallumon az 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 egyenletű 

görbét. Mekkora a keletkező test térfogata?  
 
 
 

4. Forgasd meg az 𝒙 – tengely körül az 𝒙 ∈ [𝟎; 𝟐] intervallumon az 𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙𝟑 egyenletű 

görbét. Mekkora a keletkező test térfogata? 
 
 
 

5. Számítsd ki az 𝒚 = 𝒙𝟑 − 𝟏 egyenletű görbének az 𝒙 - tengely körüli forgatásakor 

keletkező forgástest térfogatát az 𝒙𝟏 = 𝟎 és 𝒙𝟐 = 𝟐 határok között! 
 
 
 

6. Forgasd meg az 𝒙 – tengely körül az 𝒙 ∈ [𝟎; 𝟖] intervallumon az 𝒇(𝒙) = 𝟐 ∙ √𝒙
𝟑

 

egyenletű görbét. Mekkora a keletkező test térfogata? 
 
 
 

7. Forgasd meg az 𝒙 – tengely körül az 𝒙 ∈ [−𝟏; 𝟏] intervallumon az 𝒇(𝒙) = √𝟏 − 𝒙𝟐 

egyenletű görbét. Mekkora a keletkező test térfogata? 
 
 
 

8. Forgasd meg az 𝒙 – tengely körül az 𝒙 ∈ [
𝟏

𝟐
; 𝟐] intervallumon az 𝒇(𝒙) =

𝟐

𝒙
 egyenletű 

görbét. Mekkora a keletkező test térfogata? 
 
 
 

9. Forgasd meg az 𝒙 – tengely körül az 𝒙 ∈ [𝟎;
𝝅

𝟐
] intervallumon az 𝒇(𝒙) = 𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝟏 

egyenletű görbét. Mekkora a keletkező test térfogata? 
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10. Forgasd meg az 𝒙 – tengely körül azt a síkrészt, amelyet az 𝒚 = 𝟑 ∙ (𝒙 + 𝟏𝟗𝟖𝟖)𝟐 − 𝟏𝟐 

egyenletű parabolából az 𝒚 = 𝟎 egyenletű egyenes levág, és számítsd ki az így kapott 

forgástest térfogatát! 
 
 
 

11. Az 𝒚 = −𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟑 egyenletű parabolának az 𝒙 - tengely által levágott ívét 

forgassuk meg az 𝒙 tengely körül! Mekkora lesz a keletkezett forgástest térfogata? 
 
 
 

12. Mekkora térfogatú forgástest keletkezik, ha az 𝒙 tengely körül megforgatjuk az  

𝒚 = 𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒙) görbe, valamint az 𝒙 = 𝟎, az 𝒙 = 𝝅, és az 𝒚 = 𝟎 egyenesek által határolt 

síkidomot? 
 
 
 

13. Mekkora térfogatú forgástest keletkezik, ha az 𝒙 – tengely körül megforgatjuk az 

𝒇(𝒙) = 𝐬𝐢𝐧(𝟑𝒙) görbe, továbbá az 𝒙 = 𝝅, az 𝒙 = 𝟐𝝅 és az 𝒚 = 𝟎 egyenesek által 

határolt síkidomot? 
 
 
 

14. Az 𝒚 = 𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄 egyenletű parabola átmegy az 𝑨 (𝟐; −𝟕), 𝑩(−𝟏; 𝟐𝟎) és a 

𝑪 (𝟎; 𝟗) pontokon. E parabola 𝒙 - tengely által levágott szeletét forgasd meg az  

𝒙 - tengely körül, és számítsd ki az így keletkezett forgástest térfogatát! 

 

 

 

15. Az 𝒚 = 𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄 egyenletű parabola átmegy az origón és csúcspontjának 

koordinátái 𝑻 (𝟓; −𝟕). Forgasd meg az 𝒙 - tengely körül azt a síkrészt, amit e 

parabolából az 𝒙 - tengely levág, és számítsd ki az így keletkezett forgástest térfogatát! 
 
 
 

16. Forgasd meg az 𝒙 - tengely körül azt a síkrészt, amelyet az 𝒚 = −𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟓 

egyenletű parabola vág le a második síknegyedből, és számítsd ki az így kapott 

forgástest térfogatát! 

 

 

 

17. Mekkora annak a forgástestnek a térfogata, amelyet az 𝒚 = 𝒙𝟑 + 𝟖 egyenletű görbe 

és a két koordináta - tengely által határolt síkidom 𝒙 - tengely körüli forgatásával 

kapunk? 

 

 

 

18. Mekkora a térfogata annak a forgástestnek, amelyet az 𝒚 = 𝒙𝟑 − 𝟐 egyenletű görbe, 

az 𝒙 - és az 𝒚 - tengely által határolt síkrész 𝒙 - tengely körüli forgatásakor keletkezik? 
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19. Az 𝒚 = −𝟗𝒙𝟐 + 𝒄𝟐 egyenletű parabola egyenletében határozd meg a 𝒄 értékét úgy, 

hogy a parabolából az 𝒙 - tengely 𝟏𝟐 egysgényi területet vágjon le! Forgasd meg ezt a 

levágott parabolaszeletet az 𝒙 - tengely körül, és számítsd ki a keletkezett forgástest 

térfogatát! 
 
 
 

20. Mekkora annak a forgástestnek a térfogata, amely az 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 és a 𝒈(𝒙) = 𝒙 

egyenletű görbe által határolt síkidom 𝒙 – tengely körüli forgatásával keletkezik? 
 
 
 

21. Forgasd meg az 𝒙 – tengely körül azt a síkrészt, amelyet az 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 görbéből a 

𝒈(𝒙) = 𝟗𝒙 egyenes levág és számítsd ki a keletkezett forgástest térfogatát! 
 
 

 

22. Tekintsük az 𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟏 egyenletű parabola és a 𝒈(𝒙) = 𝒙 − 𝟑 egyenletű 

egyenes által határolt síkrészt, és ezt a síkidomot forgasd meg az 𝒙 - tengely körül! 

Mekkora lesz a keletkezett forgástest térfogata? 

 

 

 

23. Forgasd meg az 𝒙 - tengely körül az 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 és a 𝒈(𝒙) =
𝟏

𝟐
𝒙𝟐 + 𝒙 +

𝟏𝟓

𝟐
 egyenletű 

parabolák által határolt síkrészt, és számítsd ki a keletkezett forgástest térfogatát! 

 

 

 

24. Két parabola átmegy a 𝑷(𝟐; 𝟎) és a 𝑸(𝟔; 𝟎) pontokon, tengelyük párhuzamos az  

𝒚 - tengellyel, csúcspontjuk ordinátája pedig 𝟒, illetve 𝟖. A két parabola által határolt 

síkrészt forgasd meg az 𝒙 - tengely körül, és számítsd ki a keletkezett forgástest 

térfogatát! 

 

 

 

25. Mekkora annak a forgástestnek a térfogata, amely az 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 és a 𝒈(𝒙) = √𝒙 

egyenletű görbék által határolt síkidom 𝒙 – tengely körüli forgatásával keletkezik? 

 

 

 

26. Mekkora annak a forgástestnek a térfogata, amely az 𝒇(𝒙) = −𝒙𝟑 és a 𝒈(𝒙) = −√𝒙 

egyenletű görbék által közrefogott síkrész 𝒙 - tengely körüli forgatásakor keletkezik? 
 
 
 

27. Számítsd ki az 𝒚𝟐 = 𝟐𝒙 egyenletű parabolából az 𝒙 = 𝟓 egyenletű egyenessel levágott 

síkidomnak az 𝒙 - tengely körüli forgatásával keletkező test térfogatát! 
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28. Forgasd meg az 𝒙 – tengely körül az 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝟑 egyenletű parabolának azt a 

szeletét, amelyet az 𝑨 (𝟏; 𝟒) és a 𝑩 (𝟑; 𝟏𝟐) pontjait összekötő húrja vág le, és számítsd 

ki a keletkezett forgástest térfogatát! 
 
 
 

29. Határozd meg annak a testnek a térfogatát, amelyet az 𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙𝟐 + 𝟒 függvény 

görbéje, valamint az 𝑨 (−𝟏; 𝟔) és a 𝑩 (𝟑; 𝟐𝟐) pontokon átmenő egyenes által határolt 

síkidom 𝒙 - tengely körüli forgatásával nyerünk! 
 
 
 

30. Forgasd meg az 𝒙 - tengely körül azt a síkrészt, amelyet az 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝟏 egyenletű 

parabolából az 𝑨 (−𝟐; 𝟎) ponton átmenő 𝟐 iránytangensű egyenes levág, és számítsd 

ki az így kapott forgástest térfogatát! 
 
 
 

31. Forgasd meg az 𝒚 – tengely körül az 𝒇: [𝟎; 𝟏𝟎] → ℝ; 𝒙 ⟼ 𝒙 függvény grafikonját. 

Mekkora a keletkező test térfogata? 
 
 
 

32. Forgasd meg az 𝒚 – tengely körül az 𝒇: [𝟎; 𝟏𝟎] → ℝ; 𝒙 ⟼ 𝟐𝒙 függvény grafikonját. 

Mekkora a keletkező test térfogata? 
 
 
 

33. Forgasd meg az 𝒚 – tengely körül az 𝒇: [𝟎; 𝟑] → ℝ; 𝒙 ⟼ 𝒙𝟐 függvény grafikonját. 

Mekkora a keletkező test térfogata? 
 
 
 

34. Forgasd meg az 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 függvény görbéjének 𝒙 ∈ [𝟎; 𝟐] intervallum feletti részét 

az 𝒚 - tengely körül. Határozd meg a kapott test térfogatát! 

 

 

 

35. Mekkora annak a forgástestnek a térfogata, amely az 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 és a 𝒈(𝒙) = 𝒙 

egyenletű görbe által határolt síkidom 𝒚 - tengely körüli forgatásával keletkezik? 

 

 

 

36. Határozd meg az 𝒇: [𝟎; 𝟐] → ℝ; 𝒙 ⟼ 𝒙𝟐 függvény görbéjének 𝒙 - tengely forgatása 

során keletkező test térfogatát! Határozd meg az 𝒚 - tengely körüli forgatása során 

keletkező test térfogatát! Melyik a nagyobb? 
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37. Mekkora annak a forgástestnek a térfogata, amelyet az 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝟓 egyenletű 

parabola, e parabola 𝑷 (−𝟐; 𝟗) pontjára illeszkedő érintője és az 𝒚 - tengely által 

határolt síkrész 𝒙 - tengely körüli forgatásakor kapunk? 
 
 
 

38. Tekintsük azt a síkrészt, amit az 𝒇(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 egyenletű parabola, az 𝒙 - tengely és a 

parabola 𝑷 (𝟐; 𝟏𝟐) pontjára illeszkedő érintő határol. Forgasd meg az 𝒙 – tengely 

körül! Mekkora a keletkezett forgástest térfogata? 

 

 

 

39. Számítsd ki annak a forgástestnek a térfogatát, amelyet az 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 egyenletű 

görbének az 𝒙 -  tengely feletti része, a görbe 𝟖 ordinátájú pontjára illeszkedő érintője 

és az 𝒙 - tengely által határolt síkrész 𝒙 - tengely körüli forgatásakor kapunk! 
 
 
 

40. Számítsd ki annak a testnek a térfogatát, amely az 𝒇: ℝ𝟎
+ → ℝ, 𝒇(𝒙) = √𝟐𝒙 függvény 

grafikonja, az 𝒙 - tengely és a görbe 𝑷(𝟖; 𝟒) pontbeli érintője által határolt zárt 

síkidomnak az 𝒙 - tengely körüli forgatásakor keletkezik! 
 
 
 

41. Számítsd ki annak a testnek a térfogatát, amely az 𝒇(𝒙) = √𝟑𝒙 függvény grafikonja, 

az 𝒙 – tengely és a görbe 𝑷(𝟏𝟐; 𝟔) pontbeli érintője által határolt zárt síkidomnak az  

𝒙 – tengely körüli forgatásakor keletkezik! 
 
 
 

42. Számítsd ki annak a forgástestnek a térfogatát, amelyet az 𝒇(𝒙) =
𝒙𝟐

𝟒
 egyenletű 

parabola, a parabola 𝟗 ordinátájú pontjaira illeszkedő érintői és az 𝒙 – tengely által 

határolt síkrész 𝒙 – tengely körüli forgatásakor kapunk! 
 
 

43. Számítsd ki annak a forgástestnek a térfogatát, amelyet az 𝒇(𝒙) =
𝟏

𝟐
𝒙𝟐 egyenletű 

parabola, a parabola 𝟖 ordinátájú pontjaira illeszkedő érintői és az 𝒙 - tengely által 

határolt síkrész, 𝒙 - tengely körüli forgatásakor kapunk! 

 

 

 

44. Az 𝒚 = 𝟐𝒙 − 𝟏, az 𝒚 = 𝟔 és az 𝒚 = −𝒙 + 𝟐𝟎 egyenletű egyenesek által határolt 

síkidomot forgasd meg az 𝒙 - tengely körül! Mekkora lesz a keletkezett forgástest 

térfogata? 
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45. Forgasd meg az 𝒙 - tengely körül azt a síkrészt, amelyet az 𝒚 = 𝒙𝟐 egyenletű 

parabolából az 𝒚 = 𝟏 és az 𝒚 = 𝟑 egyenletű egyenesek vágnak ki, és számítsd ki a 

keletkezett forgástest térfogatát! 

 

 

 

46. Forgasd meg az 𝒙 - tengely körül azt a síkidomot, melynek az 𝒚 = 𝒙𝟐 egyenletű 

görbéből az 𝒚 = 𝟏 és 𝒚 = 𝟒 egyenletű egyenesek vágnak ki. Mekkora a keletkező test 

térfogata? 

 

 

 

47. Számítsd ki annak a forgástestnek a térfogatát, amelyet az 𝒚 = 𝒙𝟑, az 𝒚 = −𝒙𝟑 és az 

𝒚 = 𝟓 egyenletű görbék által határolt síkrész 𝒙 - tengely körüli forgatásakor kapunk! 

 

 

 

48. Számítsd ki annak a forgástestnek a térfogatát, amelyet az 𝒚 = 𝒙𝟑 + 𝟏, az 𝒚 = 𝟓 és az 

𝒙 = 𝟎 egyenletű görbék által határolt síkrész 𝒙 - tengely körüli forgatásakor kapunk! 

 

 

 

49. Forgasd meg az 𝒚𝟐 = 𝒙, az 𝒚𝟐 = 𝟑𝒙 és az 𝒙 = 𝟓 egyenletű görbék által határolt 

síkidomot az 𝒙 - tengely körül! Mekkora a keletkezett forgástest térfogata? 
 
 
 

50. Forgasd meg az 𝒙 - tengely körül az 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟐𝟓 egyenletű kört. Mekkora a 

keletkező forgástest térfogata? 
 
 
 

51. Számítsd ki az origó középpontú, 𝟑 egység sugarú félkör 𝒙 – tengely körüli 

forgatásával keletkező gömb térfogatát! 
 
 
 

52. Forgasd meg az 𝒙 - tengely körül az 
𝒙𝟐

𝟏𝟔
+

𝒚𝟐

𝟗
= 𝟏 egyenletű ellipszist. Mekkora a 

keletkező forgástest térfogata? 

 

 

 

53. Forgasd meg az 𝒙 - tengely körül azt a körszeletet, amelyet az 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟐𝟓 egyenletű 

körből az 𝒙 − 𝟑𝒚 = −𝟓 egyenletű szelő levág! Mekkora a keletkezett forgástest 

térfogata? 
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54. Egy fémből készült lemez határoló vonalai a következő függvények grafikonjai: 

 

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 és 𝒈(𝒙) =
𝟐

𝟑
𝒙𝟐 + 𝟑 (az 𝒙 értékei 𝒄𝒎 – ben értendők). 

 

a) Határozd meg, hogy mennyi egy ilyen lemez anyagköltsége, ha a felhasználni 

kívánt alumínium lemez négyzetcentiméterenként 𝟐 𝑭𝒕 – ba kerül! 

 

b) Egy forgástest alakú cserépedény összes tengelyre illeszkedő keresztmetszetének 

alakja egybevágó a fenti lemez alakjával, azaz a cserép a két görbe által határolt 

terület 𝒚 - tengely körüli megforgatásával keletkezik. Mennyi egy ilyen cserép – 

pohár tömege, ha a gyártásakor felhasznált anyag sűrűsége 𝟑 
𝒈

𝒄𝒎𝟑
? 

 
 

55. Határozd meg az 𝒇(𝒙) = √𝒙𝟑 függvény 𝒙 ∈ [𝟎; 𝟑] intervallum feletti ívhosszát! 
 
 
 

56. Forgasd meg az 𝒙 – tengely körül az 𝒙 ∈ [𝟐; 𝟑] intervallumon az 𝒇(𝒙) = 𝒙 egyenletű 

egyenest. Mekkora a keletkező nyitott test külső felszíne? 
 
 
 

57. Forgasd meg az 𝒙 – tengely körül az 𝒙 ∈ [𝟏; 𝟒] intervallumon az 𝒇(𝒙) = 𝟐 ∙ √𝒙 

egyenletű görbét. Mekkora a keletkező nyitott test külső felszíne? 
 
 
 

58. Forgasd meg az 𝒙 – tengely körül az 𝒙 ∈ [−𝟏; 𝟐] intervallumon az 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 

egyenletű görbét. Mekkora a keletkező nyitott test külső felszíne? 
 
 
 

59. Az 𝒇(𝒙) =
𝒙𝟐

𝟗
 parabola 𝒙 ∈ [𝟎; 𝟑] feletti részének 𝒚 - tengely körüli forgatásából 

kaptunk egy forgásparaboloidot. Mennyi vizet képes összegyűjteni, ha kitesszük az 

esőre? Mekkora a vízzel érintkező felület felszíne? 
 
 
 

60. Határozd meg integrál segítségével a 𝟏𝟓 𝒄𝒎 magas egyenes csonkagúla alakú, alulról 

nyitott lámpabura külső felszínét, ha fedőköre 𝟓 𝒄𝒎, alapköre 𝟏𝟎 𝒄𝒎 sugarú! 
 
 

61. Számítsd ki integrállal a 𝟐𝟎 𝒄𝒎 átmérőjű, 𝟏𝟓 𝒄𝒎 magas forgáskúp térfogatát és 

felszínét! 

 

 

62. Egy üvegpohár ,,tengelymetszete” az 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 függvény 𝒙 ∈ [−𝟐; 𝟐] intervallum 

feletti része. Mekkora a felülete, ha a pohár szárától és talpától eltekintünk, s egy 

egység 𝟑 𝒄𝒎 – t jelent? 
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