Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Hatarozatlan integral, hatarozott integral

DEFINICIO: (Primitiv fiiggvény)

Legyen az f fuggvény az [a; b] intervallumon értelmezve. Ha létezik olyan F fiiggvény, amely
az ]a, b[ intervallumon differencialhatd és minden x € |a,b[ — re F'(x) = f(x), akkor az
F fuggvényt az f fliggvény [a; b] intervallumhoz tartozé primitiv fiiggvényének nevezziik.

Megjegyzés:

A primitiv szo az Ost jelenti, vagyis azt az F fiiggvényt, amelybol az f fiiggveny derivalassal
szarmazik. Masképpen: a derivdltia minden x € [a; b] pontban egyenlé az f fiiggvény x helyen
felvett fiiggvényértékével.

TETEL:
Minden folytonos f fiiggvénynek 1étezik F primitiv fliggvénye.

TETEL:
Ha az F fiiggvény az f fliggvény [a; b] intervallumhoz tartozo primitiv fliggvénye, akkor az
f fiiggvény Osszes primitiv fliggvénye F (x) + c alaku, ahol ¢ € R.

DEFINICIO: (Hatarozatlan integral)

Egy f fiiggvény Osszes primitiv fiiggvényének halmazat az f fliggvény hatarozatlan

integraljanak nevezziik. Jele: [ f; [ f (x) dx.

Megjegyzés:

o Az integrdl jel mogotti részt integrandusnak nevezziik.

o A hatarozatlan szo itt azt jelenti, hogy az f fiiggvényhez tartozo primitiv fiiggvény nincs
egyértelmiien meghatarozva, mivel az egymastol konstansban kiilonbozo fiiggvények

derivaltjai megegyeznek.

o Ha létezik egy F primitiv fiiggveny, akkor végtelen sok primitiv fiiggveny létezik, melyek csak
konstansban térnek el egymdstol.

e Ha f fiiggvény egy primitiv fiiggvénye F, akkor a hatarozatlan integrdlja F (x) + c.
e A hatarozatlan integral nem egy fiiggvény, hanem egy fiiggvényhalmaz.

o Az integrdlas alatt a hatdarozatlan integral kiszamitasat értjiik.
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TETEL: (Alap integralok)
A leggyakrabban hasznalat integralok a kovetkezok (¢ € R):

1. Jadx=ax+c

2. [x"dx= +c ne€Z\{-1}
3. [sinx dx=—-cosx+c

4. [cosx dx =sinx+c

5. [tgx dx = —In|cosx| + ¢

6. [ctgx dx =In|sinx|+c

7. [——dx=tgx+c

cos?x

8 |

dx = —ctgx+c

sin?x
9. fx‘ldx=f§dx=ln|x|+c x#0
10.faxdx=£+c a€ERa>0
Ina

11. [e¥dx=e"+¢

Specialis alakt fliggvények hatarozatlan integralja:
A primitiv fliggvény meghatarozésa altalaban nem egyszerii feladat. Néhany specialis eset:

1.ff(a-x+b)dx=%-F(a-x+b)+c a,b€eRésa =0
[ g, —

2.ff(x) dx =1In|f(x)| + ¢

3.ff"(x)-f’(x)dx=L1(x)+c n#-—1

n+1

4. Parcialis integralas: Akkor érdemes alkalmazni, ha az integrandus olyan szorzat, amelyben
az egyik tényezd integralja ismert, a masik tényez6 derivaltja egyszerlien meghatarozhato.
Ekkor teljesiil a kovetkezd: [ f'(x) - g(x) dx = f(x) - g(x) — [ f(x) - g'(x) dx.

5. Parcidlis tortekre bontas: Akkor érdemes haszndlni, ha a raciondlis tortfiiggvény felbonthatd
olyan résztortek (parcialis tortek) dsszegére, amelyeket konnyen tudunk integralni.
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TETEL: (Integralasi szabalyok)
Ha az f és g fiiggvényeknek 1étezik hatarozatlan integralja, akkor teljesiilnek a kovetkezok:

1 fe-f(xX)dx=c- [ f(x)dx
2. [If )+ g)]dx = [ f (x) dx + [ g(x) dx
3. JIf(x) —g()]dx = [ f (x)dx — [ g(x) dx

DEFINICIO: (Halmaz alsé korlatja)
Legyen H c R. Ha k € R olyan szam, hogy barmely a € H esetén k < a, akkor k a H halmaz
egy also korlatja.

DEFINICIO: (Halmaz felsé korlatja)
Legyen H c R. Ha K € R olyan szam, hogy barmely a € H esetén K > a, akkor K a H halmaz
egy felso korlatja.

TETEL:
Az also korlatok kézott mindig van egy legnagyobb, a fels6 korlatok kozott pedig mindig van
egy legkisebb.

DEFINICIO: (Infimum)
A H halmaz legnagyobb also korlatjat a H halmaz als6é hatiranak (infimumanak) nevezziik.
Jele: inf H.

DEFINICIO: (Supremum)
A H halmaz legkisebb fels6 korlatjat a H halmaz felsd hataranak (szuprémumanak) nevezziik.
Jele: sup H.

DEFINICIO: (Gérbe alatti teriilet)

Legyen f egy [a; b] intervallumon értelmezett folytonos fliiggvény, melynek értékei pozitivak
(illetve negativak). Ekkor annak a sikrésznek a teriiletét, melyet a fliggvény grafikonja, az
x —tengely és az a, illetve b pontokba huzott, az y — tengellyel parhuzamosok hatarolnak, gorbe
alatti (illetve feletti) teriiletnek nevezziik.
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Sokszdgtdl kiilonbozd sikidom teriilete:

Hogyan lehet kiszamitani olyan sikidom teriiletét, amelyet tetsz6leges gorbe vonal hatdrol? Ha
egy sokszogtol eltérd korlatos sikidom teriiletét keressiik, akkor azt sokszogek teriiletével kell
eléallitanunk. A sikidomot egyenes szakaszokkal szétdaraboljuk (téglalapokkal felparcellazuk),
s kiszamitjuk a részidomok teriiletét. A sikidom teriilete a sikidom 4altal tartalmazott téglalapok
teriiletének Osszege ¢és a sikidomot tartalmazo téglalapok teriiletének Osszege kozé esik. A
parcellak szamat névelve pontosithatjuk az eljarast, s ezt kétoldali kozelitésnek nevezziik. Ha
egyetlen olyan pozitiv valds szdm van, amely az adott sikidomot tartalmaz6 sokszogek
tertileteinél nem nagyobb, valamint az adott sikidom altal tartalmazott sokszdgek teriileteinél
nem kisebb, akkor azt a sikidom teriiletének tekintjiik.

Példa:
Hatarozzuk meg az f(x) = x? fiiggvény gorbealatti teriiletét a [0; 1] intervallumon!

(10 téglalap esetén)

f=035

a=032

(30 téglalap esetén)
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Felhasznalt dsszefiiggés: 12 + 22 4 -+ 4+ n2 = = (n+ 1)6' Gn+d)

. o . 1
Osszuk fel az intervallumot n egyenld részre: ekkor az intervallumok hossza — lesz.

‘ /-

Ekkor a koré irt téglalapok teriileteinek 0sszege:
S _1.(1)2 L1 (3)2 L1 (3)2 gl (2)2 =L [124224n?] =
“n \n n \n n \n n \n/ = n3 =

_n(n+1)-@2n+1) _2n®+3n+1
6n3 6n?

: o . 1
Osszuk fel az intervallumot n egyenld részre: ekkor az intervallumok hossza - lesz.

Ekkor a beirt téglalapok teriileteinek dsszege:
S =l.02 +l. (3)2 +l. (5)2 _|_..._|_l.(n__1)2 1. [12 + 22 4+ o (n— 1)2] —
n n \n n \n n n n3

_(m-1-n-2n-1) _ 2n?2-3n+1
- 6n3 - 6n?
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Szamitsuk ki a kapott értékek hatarértékét:

3

1
. 2n? +3n+1 . 2+ +3 24040
S, = lim (6—) = lim ( c = =

n—oo n2 n—oo

Wl

A keresett teriiletre teljesiil a kovetkezé: s, < T < S,,.

1

Ezek alapjan a megoldas: T = .

DEFINICIO: (Felosztas)
Osszuk fel az [a; b] intervallumot az a = xy; x4; ...; x, = b pontokkal n részre ugy, hogy
Xg < X1 < - < x,, ésn > 1. Ezt @ halmazt az intervallum egy felosztasanak nevezziik.

DEFINICIO: (Finomitas)
Azt mondjuk, hogy a B’ felosztas finomitisa a B felosztasnak, ha B minden osztopontja a
B’ - nek is osztopontja és B’ # B.

Megjegyzés:
Szemléletesen: A felosztds finomitasakor a meglévé osztopontokhoz ujakat vesziink fel, vagyis
n értéket noveljiik.

TETEL: (Weierstrass)

Ha az f fiiggvény az [a; b] intervallum végpontjait is beleértve folytonos, akkor létezik az
intervallumban legalabb egy pont, ahol f a legnagyobb és egy masik pont ahol f a legkisebb
érteket veszi fel.

DEFINICIO: (Alsé kozelit osszeg)

Ha f az [a; b] intervallumon értelmezett korlatos fliggvény és tekintjiik az [a; b] intervallum
egy felosztasat, akkor az ehhez tartozo also kozelitd 0sszeg
Sp=my(xy —xg) +my-(xy —x1) + - +my - (x, —x,-1), ahol m; az [x;_q;x]
intervallumon a fiiggvény also hatara, vagyis a legkisebb fiiggvényérték (i = 1,2, ..., n).

DEFINICIO: (Felsé kozelito osszeg)

Ha f az [a; b] intervallumon értelmezett korlatos fliggvény és tekintjiik az [a; b] intervallum
egy felosztasat, akkor az ehhez tartozo felsd kozelitd 0sszeg
Sp=M;-(x; —x0) + My - (xy —x1)+ -+ M, (x, —x,—1), ahol M; az [x;_q;x]
intervallumon a fiiggvény fels6 hatara, vagyis a legnagyobb fuggvényérték (i = 1,2, ..., n).
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Megjegyzés:

o Maskeppen: A részintervallumok hosszat szorozzuk meg a részintervallumon felvett
fiiggvényértékek also, illetve felso hataraval és ezeket adjuk dssze.

o Az also és felso hatarok minden intervallumban léteznek, mert f ezeken a zart
intervallumokon folytonos, korlatos.

o Az also, illetve felso kozelito osszegek halmaza korlatos szamhalmaz.

o Szemléletesen: Ha az osszes [x;_q;x;] szakasz folé m; magassagu téglalapot rajzolunk,
akkor ezek egyiitt a tartomany beirt sokszogét alkotjak. Ennek teriiletét also kozelito
osszegnek nevezziik.

o Szemléletesen: Ha az osszes [xi_q;x;] szakasz folé M; magassagi téglalapot rajzolunk,
akkor ezek egyiitt a tartomany koréirt sokszégét alkotjak. Ennek teriiletét felso kozelito
osszegnek nevezziik.

o A téglalap teriiletéhez az alapot (az intervallum hosszat) és a magassdagot (a vonal

egyenletét) kell ismerniink. Ha az [a; b] intervallumot n egyenld részre osztjuk, akkor
. o b -
minden részintervallum hossza ~ 4

o Ha n értékét minden hataron tul noveljiik, s a beirt téglalapok teriiletének 6sszege egyenlo
a koré irt téglalapok teriiletének dsszegével, akkor ez az 6sszeg az f gorbe alatti teriiletével
egyenld az [a; b] intervallumon.

o Az osszegekben szereplo tagok nem feltétleniil pozitiv szamok, igy ezeknek teriiletjelentést
ugy tudunk adni, ha eldjeles teriiletekként tekintiink rdajuk, vagyis az x — tengely alatti
téglalapok teriiletét negativ elojellel vessziik figyelembe.

TETEL:
Egy felosztas finomitasakor az also kozelitd 6sszegek nem csokkenek, a fels6 kozelité dsszegek
pedig nem novekednek.

TETEL:
Egy f:[a; b] = R korlatos fiiggvény esetén barmely felosztashoz tartozo alsé kozelité dsszeg
legfeljebb akkora, mint barmely felosztashoz tartozo felsé kozelitd dsszeg.

DEFINICIO: (Alsé Darbaux integral)
Az f:[a,b] - R korlatos fiiggvény also kozelitd Osszegek halmazanak fels6 hatarat az

f fiiggvény als6 Darbaux integraljanak nevezzik. Jelolés: f; f(x) dx.
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DEFINICIO: (Fels6 Darbaux integral)
Az f:[a,b] = R korlatos fliggvény felsé kozelitd Osszegek halmazanak alsd hatarat az

f fiiggvény als6 Darbaux integraljanak nevezziik. Jelolés: f: f(x) dx.

TETEL:
Az f:[a, b] — R korlatos fliggvény esetén f; f(x)dx < f; f(x) dx.

DEFINICIO: (Integralhaté fiiggvény)

Az [a;b] zart intervallumon értlemezett korlatos f fiiggvényt az [a; b] intervallumon
(Riemann) integralhatonak nevezziik, ha az Osszes lehetséges felosztashoz tartozd also
Osszegek halmazanak a felsd hatara megegyezik a felsd 6sszegek halmazanak alsé hataraval,
vagyis 1113}10 Sp = 1113}10 S

Megjegyzés:
Masképpen: A fiiggvény Riemann szerint integralhato, ha f; f(x)dx = f; f(x) dx.

DEFINICIO: (Hatarozott integral)
Ha az f figgvény az [a; b] intervallumon integralhatd, akkor a lim s, = lim S,, = I szdmot
n—-oo n—-oo

az f figgvény [a; b] intervallumra vonatkozo hatarozott integraljanak nevezziik.
Jelolés: f:f (x) dx (ejtsd: integral a — t61 b — ig f(x) dx); f;f.

Megjegyzés:

o Azintegrdl jele az elnyujtott S betii. AZ a — t az integral also hatardanak, a b —t pedig a felsé
hataranak nevezziik.

o A dx szimbolum azt jelzi, hogy az osszegek felirasakor az f fiiggvény értéket, az f(x) — et
megszorozzuk az egyes intervallumok hosszaval, dx — el.

o A hatarozott integral az a szam, amely egyetlen also kozelito osszegnél sem kisebb és
egyetlen felso kozelité osszegnél sem nagyobb.

e A hatarozott integral pozitiv eldjelii, haa < b és f (x) > 0,vagya > b és f (x) < 0, illetve
negativ az eldjele, haa < b és f (x) < 0,vagya > b és f (x) > 0.

o A definicio alapjan altalaban nehéz eldonteni, hogy egy adott intervallumban valamely
fliggveény integralhato - e és ha igen, akkor az integral mivel egyenlo.
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TETEL:

Az [a; b] zart intervallumon értelmezett korlatos f fiiggvény integralhatosaganak sziikséges és
elégséges feltétele, hogy az intervallum tetszOleges, minden hataron tal finomodo
beosztassorozatdhoz tartozd alsé ¢és felsdé kozelitd Osszegek sorozata ugyanahhoz a
hatéarértékhez tartson.

TETEL:
Az f:[a; b] — R korlatos fliggvény pontosan akkor integralhato, ha barmely € > 0 —hoz van
az [a; b] intervallumnak olyan felosztasa, amelyre S,, — s,, < €.

Megjegyzés:
Szemléletesen: Egy fiiggvény pontosan akkor integralhato, ha tetszolegesen kozel van
egymdshoz az also és felso dsszege.

TETEL:
Ha f az [a; b] intervallumon értlemezett korlatos fiiggvény és ebben az interevallumban a
szakadasi helyek véges halmazt alkotnak, akkor f az [a; b] intervallumon integralhato.

TETEL:
Ha az f fiiggvény az [a; b] intervallumon monoton, akkor ott integralhato.

TETEL:
Ha az f fiiggvény az [a; b] intervallumon folytonos, akkor ott integralhato.

Megjegyzés:
Az f fiiggvény folytonossaga elégséges, de nem sziikséges feltétele az integralhatosagnak.

TETEL:
Ha az f fliggvény az [a; b] intervallumon integralhatd, akkor korlatos.

Megjegyzés:
Ha az f fiiggvény nem korlatos, akkor nem integralhato.
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TETEL:
A hatérozott integralok esetén teljesiilnek a kovetkezd 0sszefliggések:

=

. faaf(x) dx =0

N

P fldx = — [7F (0 dx

w

. f;f(x) dx = —fbaf (x) dx

SN

S0+ g0l dx = [ f (x) dx + ) g (x) dx

ol

U@ —g@ldx = [ f () dx - [) g (x) dx

()]

.f:c-f(x)dx=c-fff(x)dx

\‘

.f:f(x)dx+fbcf(x)dx=facf(x)dx (a<b<c)

TETEL:
Ha az f fliggvény az [a;b] intervallumon integralhatd, akkor az [a;b] barmelyik
részintervallumén is integralhato.

TETEL: (Integralszamitas kozépértéktétele)
Ha f:[a; b] = R folytonos fliggvény, akor létezik olyan x, € [a; b], amelyre teljesiil a

kovetkezd: f:f(x) dx = f(xy) - (b — a).

Megjegyzés:
Szemléletesen: Ha f folytonos és pozitiv az [a; b] intervallumon, akkor van olyan x, pont, hogy
a gorbe alatti teriilet egyenlé a (b — a) alapu és f(xy) magassagu téglalap teriiletével.
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TETEL: (Newton — Leibniz — formula)
Ha az f fuggvény folytonos az [a; b] intervallumban, és F egy tetszbleges primitiv fiiggvénye

az [a; b] intervallumon, akkor teljesiil a kovetkezo: f; f(x)dx=F (b)—F (a) = [F (x)]5.

Megjegyzés:

o Masképpen: Az f fiiggvény a — tol b — ig vett hatdrozott integraljat megkapjuk, ha barmelyik
primitiv fiiggvényének a b helyen vett helyettesitési értékébdl kivonjuk az a helyen felvett
helyettesitési érteket.

e Ha az f fiiggvény az [a; b] intervallumon mindeniitt negativ, akkor az m; és M; értékek
negativok, vagyis a hatarozott integral 0 — nal kisebb értékeket is felvehet. Ekkor az
f fiiggvény hatdrozott integralja nem azonos a fiiggvény gorbe feletti teriiletével, hanem
annak az ellentettje.

o FEz a tétel kapcsolja ossze a differencialszamitast az integralszamitdssal: Egy integradlhato
f fiiggvény és az x — tengely kozotti teriiletet ugy kapjuk meg, hogy megkeressiik az f egy
primitiv fiiggvényét és alkalmazzuk a tételt.

o A c konstans ebben az esetben az intengral felirasanal elhagyhato.

o A tétel nem csak folytonos fiiggvény esetén igaz, hanem minden olyan Riemann - Szerint
integralhato fiiggvényre, amelynek van primitiv fiiggvénye.

o A tetel feltételezi az integralhatosdagot. Azonban megadhato olyan fiiggvény is, hogy
integralhato az adott intervallumon, mégsem hasznalhato ra a formula, mert az adott
intervallumon a fiiggvénynek nincs primitiv fiiggvénye.

DEFINICIO: (Integril fiiggvény)

Legyen f az [a; b] intervallumon értelmezett, integralhato fiiggvény. Az [a; b] intervallumon
értelmezett F (x) = f; f(x) dx figgvényt (a < x <b), az f fiiggvény a ponthoz tartozd
integralfiiggvényének nevezziik.

Megjegyzés:
Ha az f fiiggvény folytonos, akkor az integralfiiggvény és a primitiv fiiggvény egybeesik.
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A: [(x°) dx
D: [2 dx

G: [(5x%) dx
J: [(90x3) dx
M: [(12x°) dx
P: [(2x) dx

S: [(5x2) dx

V: [(4x3) dx

Gyvakorlo feladatok

1. Add meg az alabbi hatarozatlan integralok értékeit!

B: [(3x —4) dx

E: [(5x+1) dx

H: [(3x%2—5x+9) dx
K: f(x3+2x+5) dx
N: [(x°+3) dx

Q: [(—2x®+3x+1) dx

T: [(4x3 +8x—3) dx

C:f(9x*—2x3+1)dx

F: [(5x3 +x* —7x+3) dx
D f(x*+x2+1) dx

L: [(5x% + x —7) dx

O: [(2-x) dx

R: f(éxs—%x3+§x) dx

U: [(x+1) dx

W: [(—5x* +3x% +2x —5) dx Z: [(6x% + 8x + 3) dx

. Add meg az alabbi hatarozatlan integralok értékeit!

A: [(x+2) dx
D: [(x%) dx

G: [mdx

J: [(2x*) dx
M: [ (—32%) dx
P: [6 dx

S: [(x? — 3x) dx

B: [(x2 —x+ 1) dx

3

c: [ (3 +’;—2+1) dx

E: [Gx*+x>—7x*+3x—-4)dx F:[(-x—1) dx

H: [(2x—7) dx

(.3 _2.2

K.f(;x —3x +4x—1) dx
N: [(Bx*—x?+5x—1) dx
Q: [(5x* +4x3 —2x%+1) dx

T:[(2x3 —3x2 +x—4) dx

I: [(2x2 —5x+1) dx
. 3 1

L: f(Zx —Ex) dx

O: [(x? +2x—3) dx

R: [(x® —5x + 6) dx

u: f(§+x2 —2x3) dx

V:[(8x3—2x+3) dx W: [(5x*—3x3+6x>—x+2)dx Z: [(5x*+x—7)dx
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3. Add meg az alabbi hatarozatlan integralok értékeit! (a; b; c € R)

A =2 [(x73) dx
o (2) as

61 (-2) as

31 (5) ax

M: [ (Z522) dx
o () 0

1 () ax

V: [x™1 dx

B: [(x°—5x*+5—x7%) dx

E: f(Sx"—%x‘S +2) dx

(
(=

Q: J-(x4 2x3 ;—x‘JZx —x+5) dx

T: 7_f(3x4+5x6—9x+8) dx

10x

W: [(a-x2+b-x+c) dx

13

H: [ (43 +5x+3+——xi

C: [(5) dx




Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

4. Add meg az alabbi hatarozatlan integralok értékeit!

A: [(¥Z) dx B fL@"Z dx C: (%) dx
D:f( x-i/?)dx E:ffdx F: [(Va®) dx

mEY:
G: [(8- V) dx H:f("'f) dx 11 [ () dx
3 [Vx-¥a® dx K: [ (Va?-x) dx L:f(%;)d
M:f(s-t\/i) dx N:f(j—g—x%+‘{/§) dx O:f(x%+</p—x_%) dx
P: f(3 x-\/F) dx Q: J(Vx7) dx R: f(sm) dx

s: I<U%> dx T: f<@> dx U: [(4-Vx3) dx

V:f(L)dx W:f( x.3x2-\/§>dx Z:f(#?/dx

5. Add meg az alabbi hatarozatlan integralok értékeit!

A: f(xj;) dx B: f(xf/;ﬁ> dx C: f(7\/x2-\/§+ X x3-W) dx
D f(F+) ax B J(TF) ax P () dx

6: [ (D ax bz g (2 ) ax 1 f(VE+1) - (x— VE+1) dx
(BT ar K (FEEEY) ax L:f(%ﬁ+?> dx

M: [ (22) dx N: f( ) 0: [ (25222 ax

14



Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

6. Add meg az alabbi hatarozatlan integralok értékeit!

A: [(x+2)% dx B: [[x3-(1+x)?] dx C:[[2x+1)-(2x—1)] dx
N2

D: [(x —2)% dx E: [(x—1)3 dx F:f(x+;) dx

G: [3x+2)3 dx H: [(4x —1)% dx I: [[(x—2)-(2x+ 7)] dx

J: [(x? — 3x)% dx Kif[(2+1)-(1-3)] dx  L: [[(5x—1)*- (x+3)] dx
M: [(x2—x+1)2dx N:[[Bx+2)-(x2—x)]dx O: [(x—1)* dx

P: [(x +2)% dx Q: [(5—2x)3 dx R: [(3—x)%dx

S: [(3—x)3 dx T: [(x+3)%dx U: [(4x —3)% dx

V: [[(3x3 + 5x% — 8) - (9x% + 10x)] dx W: [[(3x7 + 4x%) - (21x® + 8x)] dx

7. Add meg az alabbi hatarozatlan integralok értékeit!

) cos x . -3 . 5

A J‘(T) dx B: J'(sinzx) dx C: f(coszx) dx
. 1 1 1

D: f(x* — sinx) dx E: f(Z —sinzx) dx F: f(x—z+ coszx) dx
G: [(2-sinx) dx H:f(i-sinx+§-cosx) dx I [(x*—sinx+1) dx
J: [(3-sinx—4-cosx) dx K: [(cosx —x3 + Vx) dx L: [(sinx + cosx) dx
M: [(2-sinx — cosx) dx N: [(2x3 —sinx + 5 cos x) dxO: f(x%—ﬁ) dx
P: f[(sinx + 5) dx Q: f(l-cosx+z-sinx) dx R: f(smx—cosx) dx

' 3 3 ' 5 7

S:f(2-sinx—8-cosx) dx T: [(5-cosx—3-sinx+8) dx U: [(cosx—3,7) dx

1
cos?x

P:f(3x2+W+3-cosx—

)dx Q: [(tg?x) dx R:f( ! +ﬁ) dx

sin2x

15



Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

8. Add meg az alabbi hatarozatlan integralok értékeit!

B: [ (2) dx

E: [(3€*) dx

A:f(%+x) dx

D: [(5-3* — Vx) dx

G: [ [E5] dx

x3

H f (2x+3)

J [(x3—3x2+5—x"1+4x72) dx Kf(

M: [(3x7 +5x* + e+ 2) dx

9. Add meg az alabbi hatarozatlan integralok értékeit!

A () ax

D f(\/—+27>

Vx+3

6§ (2222) ax

3 f(\/; ++28)

M- f(64-x +343) dx

4x+7

p: [ (1ex2t01) g

2x—17

10. Add meg az alabbi hatarozatlan integralok értékeit!

cos“x —5
B: f(1+cos(2x)) dx

E: [ (ssmmrmors) @

A f(3 cos(2x) ) dx

sinx + cos x

D: [(sin?x + cos®x) dx

. 5-cos(2x)
G: J (3 aren) @

8:f (55) a
(x3 343)

x2 —Tx+ 10)
3x—6

H: |

A
—

(
(xz —8x + 15)

Z

f(x3+5x +x+5) X
x2 +1

Q: [ (55) ax

4

H: I(M) dx

sin2(2x)

16

N: f(5-3*—

C: [(1+e¥) dx

F: f(§+ex) dx

11 J[& ;42)3] dx

) dx L:f(ex—g) dx

5-cosx+ Vx+4x+3) dx

L () ax

o) f(625x4—81) dx

25x2 +9

R: [ (o) dx

C: [(ctg*x) dx

= f(cosx stn“x) dx

cos(2x)

I:f(—%-tgzx)



11.

12.

13.

14.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Add meg az alabbi hatarozatlan integralok értékeit!

A: [(Bx —2)2010 gy B: [V7x—16dx C: [ sin (3x + g) dx
D: [(cos®x) dx E: [[4-sin(5x) - cos(5x)] dx F: [(e5***) dx

G: f(&) dx H: [[sin(3x) + cos(3x)]?dx 1. [(5273%) dx

sin(3x) — cos(3x)

Add meg az alabbi hatarozatlan integralok értékeit!

A: [V12 = 5x dx B: [—— dx C: [ cos(2x) dx

(3x +4)%
D: [[sin(10x) - cos(6x)] dx E: [sin(6x+4) dx F: [[2x° — cos(3x)] dx

G: [[sin(4x) - cos(4x)] dx H: [(3**7) dx I: [ cos(—4 — 5x) dx

Add meg az alabbi hatarozatlan integralok értékeit!

A: [ cos(8 —9x) dx B: Im dx C:J E—:—Z+ sin(Zx)] dx
D: [(sin%x) dx E: f(m) dx F: f(%) dx
G: [V7x+6 dx H: [[sin(6x) - cos(2x)] dx I: f(S - cos?x + coizx) dx
Add meg az alabbi hatarozatlan integralok értékeit!

A: [(5x —4)° dx B: [Vx+1dx C: [ sin (Zx + g) dx
D: [(73%*2) dx E: [[6 - sin(7x) - cos(7x)] dx F: [V10x -3 dx
G: [cos(4x — ) dx H: f[sin(2x) + cos(2x)]? dx I: [(e™6**8) dx

17



Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

15. Add meg az alabbi hatarozatlan integralok értékeit!

AT () ax
i f (25 ax
6 [ (35) ax
31 (55) a
M S () dx

. sin(2x)
P f(l +cos2x) dx

4x1— 3) dx C: f(x:i:) dx

Tra) S () 4

5-sin(2x)
sin?x + 1211:) dx O: f (coszx tg x)
3 -sin(2x) sin(2x)
sinZx + 10) dx St f (5 + cos2x )

16. Add meg az alabbi hatarozatlan integralok értékeit!

A: [[(x%+5)7 - 2x] dx

D: [ sin(2x) dx

G:f(ml__s) dx

31 () ax

cos?

M: [(cos®x) dx

B: [[16x - (2x% + 7)3] dx C: [(sin’x - cos x) dx

E: [[(4x+ 1) -V2x2 + x| dx F: [[sin5x-sin(2x)] dx

I: [(sin3x) dx

K: [(6x%-Vx3 +2) dx L: [(sin® x - cos x) dx
N: [[sin(2x) - cos x] dx O: f(cotfz x)

17. Add meg az alabbi hatarozatlan integralok értékeit!

A: [[(3x2 +4) - e’ **] dx B: [[e*"+*** - (x3 + 1)] dx C: [(e™) dx

D: [[2x - cos(x?)] dx

esSin“x

L'OSZx
E:f (sinx-cosx-e — ) dx F: [[3x-sin(x?)] dx

18



Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

18. Add meg az alabbi hatarozatlan integralok értékeit!

A: [(2x - sin x) B: [(4x3-Inx) C: [(3x%-€%)

D: [(x-e) dx E: [(e*-sinx) dx F: [(x2 - cosx) dx
G: f[223 cos(x®)] dx  H: [ (=) dx I: [(x-e**?) dx
J: [(x-Inx) dx K: [(x-cosx) dx L: [(x2-sinx) dx
M: [(e* - cosx) dx N: [(x19° - Inx) dx O: [(x-sinx) dx

19. Add meg az alabbi hatarozatlan integralok értékeit!

Allemas) @ Blaome e Clng e
O (e & Elammw e Fl(aems) @
G: [ () @ H: [ (o5=) dx [ (o) dx
3 () @ <) e L () a

20. Add meg a kovetkezo fiiggvények két kiilonb6zo primitiv fiiggvényét!
A: f(x) = 9x? B: f(x) = V2a2 C: f(x) =3-sinx

=+5 Ff@=vx-Vx?

D: f(x) = (2 + 5x)3 E: f(x) =5x3 —3x% + S

21. Add meg a kovetkezo fiiggvényeknek két kiilonb6z6 antiderivaltjat!

A f(x) =

B: f(x) = x*-¢* C: f(x) = (9)?

2+7

D: f(x) =2-cos(2x) — 6 -sin(3x) E: f(x) = sin’x-sin(2x) F:f (x) =

sm2 (2x)

G: f(x) = sin®x - cosx H: f(x) = (223 + 7)4 2x2 1 f(x) = x - e(*)

sinx cos(2x)

= - |
+c 2 +d!

22. Bizonyitsd be a kovetkezét: [(sinx - cosx) dx =

19



23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Igazold, hogy az f:R -» R,x — (x — 2) - (x + 5) fiiggvény a g:R - R, x — 2x + 3
fiiggvénynek primitiv fiiggvénye!

(x - 2)?
X

Igazold, hogy az f:R\{0} - R,x +—
fiiggvénynek primitiv fiiggvénye!

fiiggvény a g: R\{0} > R, x — x72- (x*> — 4)

Igazold, hogy az f fiiggvény a g fiiggvénynek primitiv fiiggvénye:
fx)=(x*—2)- (x> —3x+2)és g(x) = 6x°> — 15x* + 8x3 — 4x + 6!

Ha abrazoljuk az f: R - R, x — 3x + 5 fiiggvény két kiilonb6z6 primitiv fiiggvényét,
akkor milyen kapcsolat lesz a két gorbe kozott?

1, ha x racionilis
Igazold, hogy az un. Dirichlet — fiiggvény, vagyis az f(x) =
0, ha x irracionilis
fiiggvény semmilyen [a, b] intervallumban sem integralhato!

Hatarozd meg az alabbi fiiggvényeknek azt a primitiv fiiggvényét, amelynek gorbéje
atmegy az adott P ponton!

A: f(x) =5és P(1;-1) B: f(x) =8xés P(3;-1)
C: f(x) =2x—5¢és P(—3;10) D: f(x) = 4x* — 5x + 2 és P(—1;2)

E:f(x) = -3x3+2x2ésP(—1;,-1) F:f(x)=4x*-3x3+2x%2+xésP (2;0)

Hatarozd meg az alabbi fiiggvényeknek azt a primitiv fiiggvényét, amelynek gorbéje
atmegy az adott P ponton!

2x + 4

A: f(x) = Gr12i S P(1;1) B: f(x) = x - cos(x?) és P(0;7)
C:f(x) =3-sinx ésP(—%;Z) D: f(x) =sinx + cosx és P G;O)
E: f(x) = ——+2 és P(0;0) F: f(x) = 2x3 - cos (x4 - g) és P(0;3)

20



30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Hatarozd meg azt az f: R — R fiiggvényt, amelynek derivaltja az f": R - R; x — 6x
fiiggvény és amelynek gorbéjére illeszkedik a P(2;5) pontra!

Hatarozd meg a fiiggvényeknek az adott P ponton atmené primitiv fiiggvényét, majd
ird fel ennek a gorbének az adott x, abszcisszaju pontjaba huzhat6 érinto egyenletét!

A f(x) =x*-2x—-3;P(0;2);x0=1 B:f(x)=x+cosx;P(0;-3);xg=T

Hatarozd meg, milyen iranytak a fiiggvény primitiv fiiggvényeinek az érintdi az
X abszcisszaju pontban!

sin(2x)

és x
Jeos)

Hatarozd meg a gorbének azt a primitiv fiiggvényét, amelynek egyik zérushelye az
adott x, pontban van!

A f(x) =x2—5x+6ésx9=2 B: f(x) =

A f(x) =3x—4ésxy=2 B:f(x) =5x3+2x?+x+2¢éx9=-5
C:f(x) =7x—8ésxg=—2 D: f(x) =3x*2—4ésxy=—1
E:f(x) =2x—5ésxy=2 F:f(x)=2x—_22ésx0=5

(x2 - 2x)

Hatarozd meg az f(x) = 7x — 3 gorbének azt a primitiv fiiggvényét, amely az
xo = 2 helyen a 3 értéket veszi fel!

Van — e olyan fiiggvény, amelynek derivaltja az f(x) = 5x* — 7x + 4 fiiggvény, és
amely az xo, = 1 helyen a 3 éréket veszi fel?

Hatiarozd meg az f(x) = x* — 5x gorbének azt a primitiv fiiggvényét, amely az
xo = —1 helyen a 7 értéket veszi fel!

Hatarozd meg az f(x) = (x> + 1) (x3 — 1) gorbének azt a primitiv fiiggvényét,
amely az xo = 1 helyen a 0 értéket veszi fel!

21



Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

. Hatarozd meg az f(x) = 2x* — 5x + 1 gorbének azt a primitiv fiiggvényét, amelyre
teljesiil, hogy F(1) = —3!

. Hatdrozd meg az f(x) = 3x* — 2x% + 1 gorbének azt a primitiv fiiggvényét, amelyre
teljesiil, hogy F(1) = 5!

. Hatarozd meg az f(x) = (x — 1) (x + 2)? gorbének azt a primitiv fiiggvényét,
amelyre teljesiil, hogy F(0) = —1!

8x3 +27

2x+3
xo = —1 helyen a —8 értéket veszi fel! Ird fel a primitiv fiiggvény gorbéjének a
P (—1; —8) pontbeli érintéjének az egyenletét!

. Hatarozd meg az f(x) = gorbének azt a primitiv fiiggvényét, amely az

. Hatarozd meg a kétoldali kozelités médszerével az f(x) = —2x + 5 egyenletii gorbe
alatti teriiletet az x; = 1 és az x, = 2 hatarok kozott!

. Szamitsd ki az alabbi hatarozott integralok értékeit!

A: [[(x?) dx

D: [, (—x?) dx

G: [, (2x - 3) dx
J: [F(2x - 5) dx

M: [°.(3x —7) dx
P: [0, x dx

S:f; 2 dx

V: f_zz(—Zx2 +4) dx

B: [C(x2 +1) dx

E: [(2 - 3x) dx
H: (4 - 2x) dx
K: [%(34%) dx

N: [, (2x5) dx

Q: [°(—2x+5) dx
T: [ (x®) dx

W: f_ll(x3 + 2x) dx

22

C: [7(x? - 2x) dx
F: [(10 — x?) dx

I: [ (5x%) dx

L: /(2% - 8) dx

0: [% (x — 2x%) dx
R: [/(6x% +1) dx

U: [, (x® - 5) dx

Z: fol(Zx2 — 5x) dx



Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

44, Szamitsd ki az alabbi hatarozott integralok értékeit!

45.

46.

. (V3 (1
A: f_ﬁ(zx) dx
D: foz(—sz + 4x) dx
G: foz(x2 —-3x+1) dx

1 41

3: fz(5x* +3) dx
M: f_lz(—x2 —2x+3) dx
P: f17(3x2 —2x+4) dx
S: f, (2x% — 3x — 2) dx

V: f_o’ls(l —x —2x%) dx

B: f_23(6—x—x2) dx

E: f_42(x3 —x+1) dx

H: f_11(4x3 —x+2) dx

K: f12(3x2 —x+1) dx
N-f3(£—ﬁ+f+2) d

7275 T, .

Q: ff(SxZ +4x —3) dx
T: f13(2x2 —8x+6)dx

W: f02(4x3 —x) dx

Szamitsd ki az alabbi hatarozott integralok értékeit!

A [77 dx

D: [, (~3) dx

G: f(fl dx

J 11 dx

M: fol(a-x—b) dx

P: fol(a -x+b) dx

B: fs_l(—2x+ 5) dx
E: fl_l(Zx) dx

H: flxx dx

K: f:x dx

N: fol(—a-x+b) dx

Q: foax dx

Szamitsd ki az alabbi hatarozott integralok értékeit!

A: f03(5x+ 1) dx+f34(1 + 5x) dx — 5-f64 (x+§) dx

B: f13(2x —4)dx+2- fss(x —-2)dx+ f75(4 —2x) dx

23

C: f05(5x —x?) dx

F: flﬁ(xz—x+3) dx
I: f_21(3x8 —x+2) dx
L: f05(x2 —5x+1) dx
O: [y (3% +5) dx
R: f_oz(x2 +3) dx

U: f_33(x4 —5x2+4) dx

Z: f_31 ze —§+ 4) dx

C: [, (6x?) dx

F: [ (~a) dx

I: [ (x?) dx

L: [[(x?) dx

O: [(—a-x—b) dx

R: foa(x2 —a-x) dx



Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

47. Melyik kifejezés értéke a nagyobb?
A: fol(x5 —3x*+2x3 +5x2 —4x+ 1) dx

B: f_11(2x5 —x*+/3x3 —10x% + 7x + 1) dx

48. Szamitsd ki az alabbi hatarozott integralok értékeit!

A: [P(Vx) dx B: [P(Va?) dx C: fy (5-¥x) dx
D: [;2°(%) dx E: (%) dx F S (Z) dx

G: [, (g5) ax H: [} (5-1) dx I [ (VX +x%) dx
J: ]S dx K: 1, (=5 Va3) dx L:f:<5';/§> d

49. Szamitsd ki az alabbi hatarozott integralok értékeit!

3n

e (4 (e . r5 Y . 2w, .
A: f;_;‘ (sinx) dx B: f_s(smx) dx C: fo (sinx) dx
D: fx (sinx) dx E: [%.(sinx) dx F: f(;T(sinx) dx
4 T4
G: f_iz(cos x) dx H: fg(cosx) dx I: f:(cos x) dx
2 6
sm s
J: [z* (cos x) dx K: [r(cosx) dx L: J2(cosx) dx
6 2
M: f_ss(cosx) dx N: [#(sinx) dx O: [2(sinx) dx

24



Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

50. Szamitsd ki az alabbi hatarozott integralok értékeit!

A: [2(3-sinx) dx B: fog G cos x) dx C: f:(xz — sinx) dx
4
b4 z . 1 T, .
D: Jz (3-cosx) dx E: [Z (5-smx+z-cosx) dx F: [ (sinx +cosx) dx
2
G: ff(xz —sinx +2) dx H: fog(B -sinx —2-cosx) dx I ff (cosx + mizx) dx
TR 1 (1l 1 e 1
J: fg (m‘l‘m) dx K: ff (\/—}-l'm) dx L: fgz (smx _sinzx) dx
M: fo%(Z-sinx+3-cosx) dx N: fog(%c) dx O: ng(S-sinx—i-cosx) dx
51. Szamitsd ki az alabbi hatarozott integralok értékeit!
xt -1 2x -1 .2 (3-8
AL (55) ax B: [, () ax c: [, (=) ax
D: f (2x+1) dx E: J- (x —25) dx = f (x+1)
9 /x*-36 o1 [@x+1)-(x-3) x3+1
G: f7 (2x—12) dx H: f—l[ x4 ] dx I f ( )
L2 (x*+3x—-4 .3 (x—-1 L4 (x?-1
J'fl( 6x5 ) K fZ (2\/}) dx L'fz (x+1)dx
52. Szamitsd Ki az alabbi hatarozott integralok értékeit!
A: [52x+ 1? dx B: %, (x — 1)% dx C: [Llx+3) (x+2)] dx

D: foz(l +x+ xz)z dx E: fol[(x —1)- (x+7)] dx F: f_ll[(x +3)-(x—1)?| dx

G: [[[(x—4)-@x+ D] dx H:[[[3-(x=5)2+2] dx 1:[3[(x2-x-2) (2 +3)] dx
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Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

53. Szamitsd ki az alabbi hatarozott integralok értékeit!

o (T [ m C (eTes . (2me . o
A: fg [sm (Bx 2)] dx B: [¢[sin(5x)] dx C: J, (sin’x) dx
Eopes e (e
D: [2(x-sinx) dx E: J{ [cos2(2x) dx F: (coszx) dx
2 . z 3 - cos(2x)
fn (tg 5x - cosZx ) dx H: f_3 (cosx smx) dx I: f; [Z-Sinx—Z-cosx] dx

3

J: f_4 (w) dx K: f:[sin(Zx) +cosx] dx L: fg(cosx- m) dx

CosS X + sinx

M: [Z[cos(4x)] dx N: fz( cos(Z0) ) dx O: [%(cos?x) dx
4 2

cos x + sinx

54. Szamitsd ki az alabbi hatarozott integralok értékeit!

101 «x .3 4 1
A f1°° ( 1+x2) dx B: f [(x - (x+4)] dx c: fz [Sx/(x—z)3] dx

55. Szamitsd ki az alabbi hatarozott integralok értékeit!

A: f13 e’ dx B: f_zz 2% dx C: ff% dx

D: f_21(1 +e¥) dx E: ff G+x2) dx F: fzs(x-lnx) dx
G: [, (3e") dx H: [f(3) dx I: [£(Inx) dx

J: fzs (E) dx K: f610 (xf—g) dx L: f_ll(e‘x) dx
M: f;(e5x) dx N: fol(x-ex - 1) dx ok f:z (lnTx) dx

56. Hatarozd meg a szignumfiiggvény (eléjelfiiggvény) integraljainak értékeit!

A: f24sgnxdx B: f__fsgnxdx C: f_zssgnxdx
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Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

. Hatarozd meg az egészrészfiiggvény integraljainak értékeit!

A: fol[x] dx B: f;[x] dx C: f;s[x] dx

. Hatarozd meg a tortrészfiiggvény integraljainak értékeit!

A: [ {x} dx B: [ {x} dx C: [yofa} dx

. Hatarozd meg a kovetkez6 fiiggvények integraljainak értékeit!
3 2 2 1
A: [ x| dx B: f_3(x2 — |x]) dx C: [, (3x2 -5+ \/le) dx
x,hax<0

(
. T
. Szamitsd ki az f_31 f(x) dx értékét, ha f(x) = 4 sinx,ha0 <x < 21

T
—, ha-<x
b4 2

. Hatarozd meg a k valés paraméter értékét!
A: [f(x?) dx = 114 B: [y(3x—2) dx=—1
C: [(x® +x) dx = 336 D: [1'(x3) dx = 324
E: [ (3x2 — 12x — 4) dx = —21 F: [ (3x+2) dx = 4
Hatarozd meg a k valés paraméter értékét!
A: f__41(2, 5x2+k-x) dx=0,5 B: fOk(Zx2 —x) dx = flk(Zx2 —1) dx
C: [l(Bx% —2k-x+2) dx =6 D: [(4x*) dx = 793,6
E: [(2x + k) dx = 14 F: [ (k- x% + 5k) dx = 2>
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Hatarozd meg a k valés paraméter értékét: foz(k -cosx +2-sinx) dx =3-/2!

Hatarozd meg a k valés paraméter értékét ugy, hogy teljesiiljon a kovetkezé:
[f(=2sinx) dx = 1! (k € [-2m; 27])
2

Add meg azt a legkisebb pozitiv k valos szamot, amelyre teljesiil a kovetkezo:
f:(\/§ cosx —sinx) dx = 0!

Hatarozd meg a k valés paraméter értékét!

A: [)(4x+3) dx <1 B: [{(3x2—1) dx > 0

C: f_Z:(—4x3 +1)dx>0 D: fE(cosx —sinx) dx <1

Az f(x) olyan harmadfoku fiiggvény, amelyben a harmadfoku tag egyiitthatojanak
abszolutértéke 1, valamint teljesiilnek a kovetkezok:

limfx)=-o  f(-2)=f(0)=4 [’ @) dx =16,

Add meg az f(x) fiiggvényt, s ird fel az x, = —3 abszcisszaji pontjaba huzhaté
érintéjének egyenletét!
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