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Határozatlan integrál, határozott integrál 
 

 

 

DEFINÍCIÓ: (Primitív függvény) 

Legyen az 𝑓 függvény az [𝑎; 𝑏] intervallumon értelmezve. Ha létezik olyan 𝐹 függvény, amely 

az ]𝑎, 𝑏[ intervallumon differenciálható és minden 𝑥 ∈ ]𝑎, 𝑏[ – re 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥), akkor az  

𝐹 függvényt az 𝑓 függvény [𝑎; 𝑏] intervallumhoz tartozó primitív függvényének nevezzük. 

 

 

Megjegyzés: 

A primitív szó az őst jelenti, vagyis azt az 𝐹 függvényt, amelyből az 𝑓 függvény deriválással 

származik. Másképpen: a deriváltja minden 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏] pontban egyenlő az 𝑓 függvény 𝑥 helyen 

felvett függvényértékével. 

 

 

 

TÉTEL: 

Minden folytonos 𝑓 függvénynek létezik 𝐹 primitív függvénye. 

 

 

TÉTEL: 

Ha az 𝐹 függvény az 𝑓 függvény [𝑎; 𝑏] intervallumhoz tartozó primitív függvénye, akkor az  

𝑓 függvény összes primitív függvénye 𝐹 (𝑥) + 𝑐 alakú, ahol 𝑐 ∈ ℝ. 

 

 

 

DEFINÍCIÓ: (Határozatlan integrál) 

Egy 𝑓 függvény összes primitív függvényének halmazát az 𝑓 függvény határozatlan 

integráljának nevezzük. Jele: ∫𝑓 ; ∫ 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥. 

 

 

Megjegyzés: 

 

 Az integrál jel mögötti részt integrandusnak nevezzük. 

 

 A határozatlan szó itt azt jelenti, hogy az 𝑓 függvényhez tartozó primitív függvény nincs 

egyértelműen meghatározva, mivel az egymástól konstansban különböző függvények 

deriváltjai megegyeznek. 

 

 Ha létezik egy 𝐹 primitív függvény, akkor végtelen sok primitív függvény létezik, melyek csak 

konstansban térnek el egymástól. 

 

 Ha 𝑓 függvény egy primitív függvénye 𝐹, akkor a határozatlan integrálja 𝐹 (𝑥) + 𝑐. 

 

 A határozatlan integrál nem egy függvény, hanem egy függvényhalmaz. 

 

 Az integrálás alatt a határozatlan integrál kiszámítását értjük. 
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TÉTEL: (Alap integrálok) 

A leggyakrabban használat integrálok a következők (𝑐 ∈ ℝ): 
 

1. ∫𝑎 𝑑𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑐 

 

2. ∫𝑥𝑛 𝑑𝑥 =
𝑥𝑛+1

𝑛+1
+ 𝑐    𝑛 ∈ ℤ \ {−1} 

 

3. ∫ sin 𝑥  𝑑𝑥 = − cos 𝑥 + 𝑐 

 

4. ∫ cos 𝑥  𝑑𝑥 = sin 𝑥 + 𝑐 

 

5. ∫ tg 𝑥  𝑑𝑥 = − ln|cos 𝑥| + 𝑐 

 

6. ∫ ctg 𝑥  𝑑𝑥 = ln|sin 𝑥| + 𝑐 

 

7. ∫
1

𝑐𝑜𝑠2𝑥
 𝑑𝑥 = 𝑡𝑔 𝑥 + 𝑐 

 

8. ∫
1

𝑠𝑖𝑛2𝑥
 𝑑𝑥 = −𝑐𝑡𝑔 𝑥 + 𝑐 

 

9. ∫𝑥−1 𝑑𝑥 = ∫
1

𝑥
 𝑑𝑥 = ln|𝑥| + 𝑐    𝑥 ≠ 0 

 

10. ∫𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
𝑎𝑥

ln𝑎
+ 𝑐   𝑎 ∈ ℝ, 𝑎 > 0 

 

11. ∫ 𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 + 𝑐  

 

 

 

Speciális alakú függvények határozatlan integrálja: 

A primitív függvény meghatározása általában nem egyszerű feladat. Néhány speciális eset: 

 

1. ∫ 𝑓 (𝑎 ∙ 𝑥 + 𝑏) 𝑑𝑥 =
1

𝑎
∙ 𝐹(𝑎 ∙ 𝑥 + 𝑏) + 𝑐 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ és 𝑎 ≠ 0 

 

2. ∫
𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
 𝑑𝑥 = ln|𝑓(𝑥)| + 𝑐  

 

3. ∫ 𝑓𝑛(𝑥) ∙ 𝑓′(𝑥) 𝑑𝑥 =
𝑓𝑛+1(𝑥)

𝑛+1
+ 𝑐   𝑛 ≠ −1 

 

4. Parciális integrálás: Akkor érdemes alkalmazni, ha az integrandus olyan szorzat, amelyben 

az egyik tényező integrálja ismert, a másik tényező deriváltja egyszerűen meghatározható. 

Ekkor teljesül a következő: ∫𝑓′(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑓(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥) − ∫𝑓(𝑥) ∙ 𝑔′(𝑥) 𝑑𝑥. 

 

5. Parciális törtekre bontás: Akkor érdemes használni, ha a racionális törtfüggvény felbontható 

olyan résztörtek (parciális törtek) összegére, amelyeket könnyen tudunk integrálni. 
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TÉTEL: (Integrálási szabályok) 

Ha az 𝑓 és 𝑔 függvényeknek létezik határozatlan integrálja, akkor teljesülnek a következők: 

 

1. ∫ 𝑐 ∙ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑐 ∙ ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥  

 

2. ∫[𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)] 𝑑𝑥 = ∫𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 + ∫𝑔(𝑥) 𝑑𝑥  

 

3. ∫[𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)] 𝑑𝑥 = ∫𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 − ∫𝑔(𝑥) 𝑑𝑥  

 

 

 

DEFINÍCIÓ: (Halmaz alsó korlátja) 

Legyen 𝐻 ⊂ ℝ. Ha 𝑘 ∈ ℝ olyan szám, hogy bármely 𝑎 ∈ 𝐻 esetén 𝑘 ≤ 𝑎, akkor 𝑘 a 𝐻 halmaz 

egy alsó korlátja. 

 

 

 

DEFINÍCIÓ: (Halmaz felső korlátja) 

Legyen 𝐻 ⊂ ℝ. Ha 𝐾 ∈ ℝ olyan szám, hogy bármely 𝑎 ∈ 𝐻 esetén 𝐾 ≥ 𝑎, akkor 𝐾 a 𝐻 halmaz 

egy felső korlátja. 

 

 

 

TÉTEL: 

Az alsó korlátok között mindig van egy legnagyobb, a felső korlátok között pedig mindig van 

egy legkisebb. 

 

 

 

DEFINÍCIÓ: (Infimum) 

A 𝐻 halmaz legnagyobb alsó korlátját a 𝐻 halmaz alsó határának (infimumának) nevezzük. 

Jele: inf 𝐻. 

 

 

 

DEFINÍCIÓ: (Supremum)  

A 𝐻 halmaz legkisebb felső korlátját a 𝐻 halmaz felső határának (szuprémumának) nevezzük. 

Jele: sup𝐻. 

 

 

 

DEFINÍCIÓ: (Görbe alatti terület) 

Legyen 𝑓 egy [𝑎; 𝑏] intervallumon értelmezett folytonos függvény, melynek értékei pozitívak 

(illetve negatívak). Ekkor annak a síkrésznek a területét, melyet a függvény grafikonja, az  

𝑥 – tengely és az 𝑎, illetve 𝑏 pontokba húzott, az 𝑦 – tengellyel párhuzamosok határolnak, görbe 

alatti (illetve feletti) területnek nevezzük. 
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Sokszögtől különböző síkidom területe: 

Hogyan lehet kiszámítani olyan síkidom területét, amelyet tetszőleges görbe vonal határol? Ha 

egy sokszögtől eltérő korlátos síkidom területét keressük, akkor azt sokszögek területével kell 

előállítanunk. A síkidomot egyenes szakaszokkal szétdaraboljuk (téglalapokkal felparcellázuk), 

s kiszámítjuk a részidomok területét. A síkidom területe a síkidom által tartalmazott téglalapok 

területének összege és a síkidomot tartalmazó téglalapok területének összege közé esik. A 

parcellák számát növelve pontosíthatjuk az eljárást, s ezt kétoldali közelítésnek nevezzük. Ha 

egyetlen olyan pozitív valós szám van, amely az adott síkidomot tartalmazó sokszögek 

területeinél nem nagyobb, valamint az adott síkidom által tartalmazott sokszögek területeinél 

nem kisebb, akkor azt a síkidom területének tekintjük. 

 

 

Példa: 

Határozzuk meg az 𝑓(𝑥) = 𝑥2 függvény görbealatti területét a [0; 1] intervallumon! 

 

 
 

(10 téglalap esetén) 

 

 
 

(30 téglalap esetén) 
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Felhasznált összefüggés: 12 + 22 +⋯+ 𝑛2 =
𝑛 ∙ (𝑛 + 1) ∙ (2𝑛 + 1)

6
. 

 

Osszuk fel az intervallumot 𝑛 egyenlő részre: ekkor az intervallumok hossza 
1

𝑛
 lesz. 

 

 
 

Ekkor a köré írt téglalapok területeinek összege:  

 

𝑆 =
1

𝑛
∙ (

1

𝑛
)
2

+
1

𝑛
∙ (

2

𝑛
)
2

+
1

𝑛
∙ (

3

𝑛
)
2

+⋯+
1

𝑛
∙ (
𝑛

𝑛
)
2

=
1

𝑛3
∙ [12 + 22 +⋯𝑛2] =  

 

 =
𝑛 ∙ (𝑛 + 1) ∙ (2𝑛 + 1)

6𝑛3
=

2𝑛2 + 3𝑛 + 1

6𝑛2
  

 

 

Osszuk fel az intervallumot 𝑛 egyenlő részre: ekkor az intervallumok hossza 
1

𝑛
 lesz. 

 

 
 

Ekkor a beírt téglalapok területeinek összege:  

 

𝑠 =
1

𝑛
∙ 02 +

1

𝑛
∙ (

1

𝑛
)
2

+
1

𝑛
∙ (

2

𝑛
)
2

+⋯+
1

𝑛
∙ (
𝑛 − 1

𝑛
)
2

=
1

𝑛3
∙ [12 + 22 +⋯(𝑛 − 1)2] =   

 

=
(𝑛 − 1) ∙ 𝑛 ∙ (2𝑛 − 1)

6𝑛3
=

2𝑛2 − 3𝑛 + 1

6𝑛2
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Számítsuk ki a kapott értékek határértékét: 

 

𝑆𝑛 = lim
𝑛→∞

(
2𝑛2 + 3𝑛 + 1

6𝑛2
) = lim

𝑛→∞
(
2 + 

3

𝑛
 + 

1

𝑛2

6
) =

2 + 0 + 0

6
=

1

3
  

 

𝑠𝑛 = lim
𝑛→∞

(
2𝑛2 − 3𝑛 + 1

6𝑛2
) = lim

𝑛→∞
(
2 − 

3

𝑛
 + 

1

𝑛2

6
) =

2 − 0 + 0

6
=

1

3
  

 

 

A keresett területre teljesül a következő: 𝑠𝑛 ≤ 𝑇 ≤ 𝑆𝑛. 

 

Ezek alapján a megoldás: 𝑇 =
1

3
. 

 

 

 

DEFINÍCIÓ: (Felosztás) 

Osszuk fel az [𝑎; 𝑏] intervallumot az 𝑎 = 𝑥0; 𝑥1; … ; 𝑥𝑛 = 𝑏 pontokkal 𝑛 részre úgy, hogy  

𝑥0 < 𝑥1 < ⋯ < 𝑥𝑛 és 𝑛 > 1. Ezt a halmazt az intervallum egy felosztásának nevezzük. 

 

 

DEFINÍCIÓ: (Finomítás) 

Azt mondjuk, hogy a 𝐵′ felosztás finomítása a 𝐵 felosztásnak, ha 𝐵 minden osztópontja a  

𝐵′ - nek is osztópontja és 𝐵′ ≠ 𝐵. 

 

 

Megjegyzés: 

Szemléletesen: A felosztás finomításakor a meglévő osztópontokhoz újakat veszünk fel, vagyis 

𝑛 értékét növeljük. 

 

 

 

TÉTEL: (Weierstrass) 

Ha az 𝑓 függvény az [𝑎; 𝑏] intervallum végpontjait is beleértve folytonos, akkor létezik az 

intervallumban legalább egy pont, ahol 𝑓 a legnagyobb és egy másik pont ahol 𝑓 a legkisebb 

értéket veszi fel. 

 

 

DEFINÍCIÓ: (Alsó közelítő összeg) 

Ha 𝑓 az [𝑎; 𝑏] intervallumon értelmezett korlátos függvény és tekintjük az [𝑎; 𝑏] intervallum 

egy felosztását, akkor az ehhez tartozó alsó közelítő összeg  

𝑠𝑛 = 𝑚1 ∙ (𝑥1 − 𝑥0) + 𝑚2 ∙ (𝑥2 − 𝑥1) + ⋯+𝑚𝑛 ∙ (𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1), ahol 𝑚𝑖 az [𝑥𝑖−1; 𝑥𝑖] 
intervallumon a függvény alsó határa, vagyis a legkisebb függvényérték (𝑖 = 1,2, … , 𝑛). 
 

 

DEFINÍCIÓ: (Felső közelítő összeg) 

Ha 𝑓 az [𝑎; 𝑏] intervallumon értelmezett korlátos függvény és tekintjük az [𝑎; 𝑏] intervallum 

egy felosztását, akkor az ehhez tartozó felső közelítő összeg  

𝑆𝑛 = 𝑀1 ∙ (𝑥1 − 𝑥0) + 𝑀2 ∙ (𝑥2 − 𝑥1) + ⋯+𝑀𝑛 ∙ (𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1), ahol 𝑀𝑖 az [𝑥𝑖−1; 𝑥𝑖] 
intervallumon a függvény felső határa, vagyis a legnagyobb függvényérték (𝑖 = 1,2, … , 𝑛). 
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Megjegyzés: 

 

 Másképpen: A részintervallumok hosszát szorozzuk meg a részintervallumon felvett 

függvényértékek alsó, illetve felső határával és ezeket adjuk össze. 

 

 Az alsó és felső határok minden intervallumban léteznek, mert 𝑓 ezeken a zárt 

intervallumokon folytonos, korlátos. 

 

 Az alsó, illetve felső közelítő összegek halmaza korlátos számhalmaz. 

 

 Szemléletesen: Ha az összes [𝑥𝑖−1; 𝑥𝑖] szakasz fölé 𝑚𝑖 magasságú téglalapot rajzolunk, 

akkor ezek együtt a tartomány beírt sokszögét alkotják. Ennek területét alsó közelítő 

összegnek nevezzük. 

 

 Szemléletesen: Ha az összes [𝑥𝑖−1; 𝑥𝑖] szakasz fölé 𝑀𝑖 magasságú téglalapot rajzolunk, 

akkor ezek együtt a tartomány köréírt sokszögét alkotják. Ennek területét felső közelítő 

összegnek nevezzük. 

 

 A téglalap területéhez az alapot (az intervallum hosszát) és a magasságot (a vonal 

egyenletét) kell ismernünk. Ha az [𝑎; 𝑏] intervallumot 𝑛 egyenlő részre osztjuk, akkor 

minden részintervallum hossza 
𝑏 − 𝑎

𝑛
. 

 

 Ha 𝑛 értékét minden határon túl növeljük, s a beírt téglalapok területének összege egyenlő 

a köré írt téglalapok területének összegével, akkor ez az összeg az 𝑓 görbe alatti területével 

egyenlő az [𝑎; 𝑏] intervallumon. 

 

 Az összegekben szereplő tagok nem feltétlenül pozitív számok, így ezeknek területjelentést 

úgy tudunk adni, ha előjeles területekként tekintünk rájuk, vagyis az 𝑥 – tengely alatti 

téglalapok területét negatív előjellel vesszük figyelembe. 

 

 

 

TÉTEL: 

Egy felosztás finomításakor az alsó közelítő összegek nem csökkenek, a felső közelítő összegek 

pedig nem növekednek. 

 

 

 

TÉTEL: 

Egy 𝑓: [𝑎; 𝑏] → ℝ korlátos függvény esetén bármely felosztáshoz tartozó alsó közelítő összeg 

legfeljebb akkora, mint bármely felosztáshoz tartozó felső közelítő összeg. 

 

 

 

DEFINÍCIÓ: (Alsó Darbaux integrál) 

Az 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ korlátos függvény alsó közelítő összegek halmazának felső határát az  

𝑓 függvény alsó Darbaux integráljának nevezzük. Jelölés: ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
. 
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DEFINÍCIÓ: (Felső Darbaux integrál) 

Az 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ korlátos függvény felső közelítő összegek halmazának alsó határát az  

𝑓 függvény alsó Darbaux integráljának nevezzük. Jelölés: ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
. 

 

 

 

TÉTEL: 

Az 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ korlátos függvény esetén ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
≤ ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
. 

 

 

 

DEFINÍCIÓ: (Integrálható függvény) 

Az [𝑎; 𝑏] zárt intervallumon értlemezett korlátos 𝑓 függvényt az [𝑎; 𝑏] intervallumon 

(Riemann) integrálhatónak nevezzük, ha az összes lehetséges felosztáshoz tartozó alsó 

összegek halmazának a felső határa megegyezik a felső összegek halmazának alsó határával, 

vagyis lim
𝑛→∞

𝑠𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑆𝑛. 

 

 

Megjegyzés: 

Másképpen: A függvény Riemann szerint integrálható, ha ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
. 

 

 

 

DEFINÍCIÓ: (Határozott integrál) 

Ha az 𝑓 függvény az [𝑎; 𝑏] intervallumon integrálható, akkor a lim
𝑛→∞

𝑠𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = 𝐼 számot 

az 𝑓 függvény [𝑎; 𝑏] intervallumra vonatkozó határozott integráljának nevezzük.  

Jelölés: ∫ 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 (ejtsd: integrál 𝑎 – tól 𝑏 – ig 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥); ∫ 𝑓

𝑏

𝑎
. 

 

Megjegyzés: 

 

 Az integrál jele az elnyújtott 𝑆 betű. Az 𝑎 – t az integrál alsó határának, a 𝑏 – t pedig a felső 

határának nevezzük. 

 

 A 𝑑𝑥 szimbólum azt jelzi, hogy az összegek felírásakor az 𝑓 függvény értékét, az 𝑓(𝑥) – et 

megszorozzuk az egyes intervallumok hosszával, 𝑑𝑥 – el. 

 

 A határozott integrál az a szám, amely egyetlen alsó közelítő összegnél sem kisebb és 

egyetlen felső közelítő összegnél sem nagyobb. 

 

 A határozott integrál pozitív előjelű, ha 𝑎 < 𝑏 és 𝑓 (𝑥) > 0, vagy 𝑎 > 𝑏 és 𝑓 (𝑥) < 0, illetve 

negatív az előjele, ha 𝑎 < 𝑏 és 𝑓 (𝑥) < 0, vagy 𝑎 > 𝑏 és 𝑓 (𝑥) > 0. 

 

 A definíció alapján általában nehéz eldönteni, hogy egy adott intervallumban valamely 

függvény integrálható - e és ha igen, akkor az integrál mivel egyenlő. 
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TÉTEL: 

Az [𝑎; 𝑏] zárt intervallumon értelmezett korlátos 𝑓 függvény integrálhatóságának szükséges és 

elégséges feltétele, hogy az intervallum tetszőleges, minden határon túl finomodó 

beosztássorozatához tartozó alsó és felső közelítő összegek sorozata ugyanahhoz a 

határértékhez tartson. 

 

 

 

TÉTEL: 

Az 𝑓: [𝑎; 𝑏] → ℝ korlátos függvény pontosan akkor integrálható, ha bármely 𝜖 > 0 – hoz van 

az [𝑎; 𝑏] intervallumnak olyan felosztása, amelyre 𝑆𝑛 − 𝑠𝑛 < 𝜀. 
 

 

Megjegyzés: 

Szemléletesen: Egy függvény pontosan akkor integrálható, ha tetszőlegesen közel van 

egymáshoz az alsó és felső összege. 

 

 

 

TÉTEL: 

Ha 𝑓 az [𝑎; 𝑏] intervallumon értlemezett korlátos függvény és ebben az interevallumban a 

szakadási helyek véges halmazt alkotnak, akkor 𝑓 az [𝑎; 𝑏] intervallumon integrálható. 

 

 

 

TÉTEL: 

Ha az 𝑓 függvény az [𝑎; 𝑏] intervallumon monoton, akkor ott integrálható. 

 

 

 

TÉTEL: 

Ha az 𝑓 függvény az [𝑎; 𝑏] intervallumon folytonos, akkor ott integrálható. 

 

 

Megjegyzés: 

Az 𝑓 függvény folytonossága elégséges, de nem szükséges feltétele az integrálhatóságnak. 

 

 

 

TÉTEL: 

Ha az 𝑓 függvény az [𝑎; 𝑏] intervallumon integrálható, akkor korlátos. 

 

 

Megjegyzés: 

Ha az 𝑓 függvény nem korlátos, akkor nem integrálható. 

 

 

 

 

 



Brósch Zoltán (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorló Gimnáziuma) 
 

10 
 

TÉTEL: 

A határozott integrálok esetén teljesülnek a következő összefüggések: 

 

1. ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑎

𝑎
= 0  

 

2. ∫ [−𝑓(𝑥)] 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= −∫ 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 

 

3. ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= −∫ 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥

𝑎

𝑏
 

 

4. ∫ [𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)] 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
+ ∫ 𝑔 (𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 

 

5. ∫ [𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)] 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
− ∫ 𝑔 (𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 

 

6. ∫ 𝑐 ∙ 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝑐 ∙ ∫ 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 

 

7. ∫ 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
+ ∫ 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥

𝑐

𝑏
= ∫ 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥

𝑐

𝑎
  (𝑎 < 𝑏 < 𝑐) 

 

 

 

TÉTEL: 

Ha az 𝑓 függvény az [𝑎; 𝑏] intervallumon integrálható, akkor az [𝑎; 𝑏] bármelyik 

részintervallumán is integrálható. 

 

 

 

TÉTEL: (Integrálszámítás középértéktétele) 

Ha 𝑓: [𝑎; 𝑏] → ℝ folytonos függvény, akor létezik olyan 𝑥0 ∈ [𝑎; 𝑏], amelyre teljesül a 

következő: ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝑓(𝑥0) ∙ (𝑏 − 𝑎). 

 

 

Megjegyzés: 

Szemléletesen: Ha 𝑓 folytonos és pozitív az [𝑎; 𝑏] intervallumon, akkor van olyan 𝑥0 pont, hogy 

a görbe alatti terület egyenlő a (𝑏 − 𝑎) alapú és 𝑓(𝑥0) magasságú téglalap területével. 
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TÉTEL: (Newton – Leibniz – formula) 

Ha az 𝑓 függvény folytonos az [𝑎; 𝑏] intervallumban, és 𝐹 egy tetszőleges primitív függvénye 

az [𝑎; 𝑏] intervallumon, akkor teljesül a következő: ∫ 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝐹 (𝑏) − 𝐹 (𝑎) = [𝐹 (𝑥)]𝑎

𝑏 . 

 

 

Megjegyzés: 

 

 Másképpen: Az 𝑓 függvény 𝑎 – tól 𝑏 – ig vett határozott integrálját megkapjuk, ha bármelyik 

primitív függvényének a 𝑏 helyen vett helyettesítési értékéből kivonjuk az 𝑎 helyen felvett 

helyettesítési értékét. 

 

 Ha az 𝑓 függvény az [𝑎; 𝑏] intervallumon mindenütt negatív, akkor az 𝑚𝑖 és 𝑀𝑖 értékek 

negatívok, vagyis a határozott integrál 0 – nál kisebb értékeket is felvehet. Ekkor az  

𝑓 függvény határozott integrálja nem azonos a függvény görbe feletti területével, hanem 

annak az ellentettje. 

 

 Ez a tétel kapcsolja össze a differenciálszámítást az integrálszámítással: Egy integrálható  

𝑓 függvény és az 𝑥 – tengely közötti területet úgy kapjuk meg, hogy megkeressük az 𝑓 egy 

primitív függvényét és alkalmazzuk a tételt. 

 

 A 𝑐 konstans ebben az esetben az intengrál felírásánál elhagyható. 

 

 A tétel nem csak folytonos függvény esetén igaz, hanem minden olyan Riemann - szerint 

integrálható függvényre, amelynek van primitív függvénye. 

 

 A tétel feltételezi az integrálhatóságot. Azonban megadható olyan függvény is, hogy 

integrálható az adott intervallumon, mégsem használható rá a formula, mert az adott 

intervallumon a függvénynek nincs primitív függvénye. 

 

 

 

DEFINÍCIÓ: (Integrál függvény) 

Legyen 𝑓 az [𝑎; 𝑏] intervallumon értelmezett, integrálható függvény. Az [𝑎; 𝑏] intervallumon 

értelmezett 𝐹 (𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑥

𝑎
 függvényt (𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏), az 𝑓 függvény 𝑎 ponthoz tartozó 

integrálfüggvényének nevezzük. 

 

 

Megjegyzés: 

Ha az 𝑓 függvény folytonos, akkor az integrálfüggvény és a primitív függvény egybeesik. 
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Gyakorló feladatok 
 

 

 

1. Add meg az alábbi határozatlan integrálok értékeit! 
 

A: ∫(𝒙𝟓)  𝒅𝒙 B: ∫(𝟑𝒙 − 𝟒)  𝒅𝒙  C: ∫(𝟗𝒙𝟒 − 𝟐𝒙𝟑 + 𝟏) 𝒅𝒙 

 

D: ∫𝟐  𝒅𝒙  E: ∫(𝟓𝒙 + 𝟏)  𝒅𝒙 F: ∫(𝟓𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 − 𝟕𝒙 + 𝟑)  𝒅𝒙 

 

G: ∫(𝟓𝒙𝟒)  𝒅𝒙 H: ∫(𝟑𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟗)  𝒅𝒙  I: ∫(𝒙𝟒 + 𝒙𝟐 + 𝟏)  𝒅𝒙 

 

J: ∫(𝟗𝟎𝒙𝟖)  𝒅𝒙 K: ∫(𝒙𝟑 + 𝟐𝒙 + 𝟓)  𝒅𝒙 L: ∫(𝟓𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝟕)  𝒅𝒙 

 

M: ∫(𝟏𝟐𝒙𝟓)  𝒅𝒙 N: ∫(𝒙𝟓 + 𝟑)  𝒅𝒙 O: ∫(𝟐 − 𝒙)  𝒅𝒙 

 

P: ∫(𝟐𝒙)  𝒅𝒙 Q: ∫(−𝟐𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 + 𝟏)  𝒅𝒙 R: ∫ (
𝟐

𝟕
𝒙𝟓 −

𝟏

𝟒
𝒙𝟑 +

𝟐

𝟓
𝒙)  𝒅𝒙 

 

S: ∫(𝟓𝒙𝟐)  𝒅𝒙 T: ∫(𝟒𝒙𝟑 + 𝟖𝒙 − 𝟑)  𝒅𝒙 U: ∫(𝒙 + 𝟏)  𝒅𝒙 

 

V: ∫(𝟒𝒙𝟑)  𝒅𝒙 W: ∫(−𝟓𝒙𝟒 + 𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟓)  𝒅𝒙 Z: ∫(𝟔𝒙𝟐 + 𝟖𝒙 + 𝟑) 𝒅𝒙 

 

 

 

2. Add meg az alábbi határozatlan integrálok értékeit! 

 

A: ∫(𝒙 + 𝟐)  𝒅𝒙 B: ∫(𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟏)  𝒅𝒙 C: ∫ (
𝒙𝟑

𝟑
+
𝒙𝟐

𝟐
+ 𝟏)  𝒅𝒙 

 

D: ∫(𝒙𝟔)  𝒅𝒙 E: ∫(𝟓𝒙𝟒 + 𝒙𝟑 − 𝟕𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 − 𝟒)  𝒅𝒙 F: ∫(−𝒙 − 𝟏)  𝒅𝒙 

 

G: ∫𝝅  𝒅𝒙  H: ∫(𝟐𝒙 − 𝟕)  𝒅𝒙 I: ∫(𝟐𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟏)  𝒅𝒙 

 

J: ∫(𝟐𝒙𝟒)  𝒅𝒙  K: ∫ (
𝟏

𝟕
𝒙𝟑 −

𝟐

𝟑
𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟏)  𝒅𝒙 L: ∫ (𝟐𝒙𝟑 −

𝟏

𝟐
𝒙)  𝒅𝒙 

 

M: ∫ (−
𝟐

𝟑
𝒙𝟖)  𝒅𝒙  N: ∫(𝟑𝒙𝟒 − 𝒙𝟐 + 𝟓𝒙 − 𝟏)  𝒅𝒙 O: ∫(𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟑)  𝒅𝒙 

 

P: ∫𝟔  𝒅𝒙 Q: ∫(𝟓𝒙𝟒 + 𝟒𝒙𝟑 − 𝟐𝒙𝟐 + 𝟏)  𝒅𝒙 R: ∫(𝒙𝟑 − 𝟓𝒙 + 𝟔)  𝒅𝒙 

 

S: ∫(𝒙𝟐 − 𝟑𝒙) 𝒅𝒙 T: ∫(𝟐𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝟒)  𝒅𝒙 U: ∫ (
𝒙

𝟑
+ 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙𝟑)  𝒅𝒙 

 

V: ∫(𝟖𝒙𝟑 − 𝟐𝒙 + 𝟑)  𝒅𝒙 W: ∫(𝟓𝒙𝟒 − 𝟑𝒙𝟑 + 𝟔𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟐)  𝒅𝒙 Z: ∫(𝟓𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝟕) 𝒅𝒙 
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3. Add meg az alábbi határozatlan integrálok értékeit! (𝒂; 𝒃; 𝒄 ∈ ℝ) 
 

A: −𝟐 ∙ ∫(𝒙−𝟑)  𝒅𝒙 B: ∫(𝒙𝟓 − 𝟓𝒙𝟒 + 𝟓 − 𝒙−𝟐)  𝒅𝒙 C: ∫ (
𝟐

𝒙𝟑
)  𝒅𝒙 

 

D: ∫ (
𝟏

𝒙𝟐
)  𝒅𝒙 E: ∫ (𝟓𝒙𝟒 −

𝟏

𝟐
𝒙−𝟓 + 𝟐)  𝒅𝒙 F: ∫ (

𝟏

𝒙𝟐
−

𝟐

𝒙𝟑
+ 𝟓)  𝒅𝒙 

 

G: ∫ (−
𝟖

𝒙𝟗
)  𝒅𝒙  H: ∫ (𝟒𝒙𝟑 + 𝟓𝒙 + 𝟑 +

𝟐

𝒙𝟐
−

𝟏

𝒙𝟒
)  𝒅𝒙 I: ∫ (𝒙−𝟖 +

𝟏

𝒙𝟕
−

𝟐

𝒙𝟔
)  𝒅𝒙 

 

J: ∫ (
𝒙−𝟑

𝟓
)  𝒅𝒙 K: ∫ (

𝟒𝒙𝟑 − 𝟓𝒙𝟐 + 𝟔𝒙 − 𝟕

𝟐𝒙𝟐
)  𝒅𝒙 L: ∫ (

𝟑𝒙𝟓 − 𝟕𝒙𝟑

𝟐
)  𝒅𝒙 

 

M: ∫ (
−𝟑𝒙 + 𝟐

𝒙𝟑
)  𝒅𝒙 N: ∫ (

𝒙𝟑 − 𝒙𝟐 − 𝟏

𝒙𝟓
)  𝒅𝒙 O: ∫ (

𝟕𝒙𝟐 + 𝒙

𝟓
)  𝒅𝒙 

 

P: ∫ (
𝒙 − 𝟓

𝒙𝟐
)  𝒅𝒙 Q: ∫ (

𝒙𝟒 − 𝟐𝒙𝟑 + 𝟗𝒙𝟐− 𝒙 + 𝟓

𝟑𝒙𝟐
)  𝒅𝒙 R: ∫ (

𝒙𝟏𝟎 − 𝟖𝒙

𝟔
)  𝒅𝒙 

 

S: ∫ (
𝟓

𝒙−𝟒
)  𝒅𝒙 T: 𝟕 ∙ ∫ (

𝟑𝒙𝟒 + 𝟓𝒙𝟔 − 𝟗𝒙 + 𝟖

𝟏𝟎𝒙
)  𝒅𝒙 U: ∫ (−

𝒙−𝟗

𝟖
)  𝒅𝒙 

 

V: ∫𝒙𝒏+𝟏  𝒅𝒙 W: ∫(𝒂 ∙ 𝒙𝟐 + 𝒃 ∙ 𝒙 + 𝒄)  𝒅𝒙 Z: ∫(𝒏 ∙ 𝒙𝒏−𝟏)  𝒅𝒙 
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4. Add meg az alábbi határozatlan integrálok értékeit! 
 

A: ∫(√𝒙𝟐
𝟑

)  𝒅𝒙  B: ∫
√𝒙
𝟑

 ∙ √𝒙𝟑
𝟒

 ∙ 𝒙−𝟐

√𝒙
𝟓  𝒅𝒙 C: ∫ (

𝟏

√𝒙
)  𝒅𝒙  

 

D: ∫ (√𝒙 ∙ √𝒙
𝟑
)  𝒅𝒙 E: ∫

√𝒙 ∙ √𝒙 ∙ √𝒙
𝟑

√𝒙 ∙ √𝒙
𝟑

 𝒅𝒙 F: ∫(√𝒙𝟓
𝟒

)  𝒅𝒙  

 

G: ∫(𝟖 ∙ √𝒙𝟓
𝟑

)  𝒅𝒙 H: ∫ (
𝒙 ∙ √𝒙𝟑

𝒙𝟒
)  𝒅𝒙 I: ∫ (

𝟏

√𝒙
𝟒 )  𝒅𝒙  

 

J: ∫√𝒙 ∙ √𝒙𝟑
𝟓

 𝒅𝒙 K: ∫ (√𝒙𝟐 ∙ √𝒙
𝟑

)  𝒅𝒙 L: ∫ (
𝒙 ∙ √𝒙

√𝒙
𝟑 )  𝒅𝒙 

 

M: ∫ (
𝟒

𝟓 ∙ √𝒙
𝟑 )  𝒅𝒙  N: ∫ (

𝟑

𝒙𝟑
−

𝟐

𝒙𝟐
+ √𝒙

𝟒
)  𝒅𝒙 O: ∫ (𝒙

𝟑

𝟐 + √𝒙𝟐
𝟕

− 𝒙−
𝟓

𝟒)  𝒅𝒙 

 

P: ∫ (√𝒙 ∙ √𝒙𝟓
𝟑

)  𝒅𝒙 Q: ∫(√𝒙𝟕
𝟑

)  𝒅𝒙  R: ∫ (√√𝒙
𝟑

)  𝒅𝒙   

 

S: ∫ (
𝟏

√𝒙𝟑
𝟕 )  𝒅𝒙 T: ∫(

√𝒙𝟑 ∙ √𝒙
𝟑𝟒

√𝒙𝟔 ∙ √𝒙
𝟓 )  𝒅𝒙 U: ∫(𝟒 ∙ √𝒙𝟑)  𝒅𝒙  

V: ∫ (
𝟓

𝟕 ∙ √𝒙𝟔
𝟓 )  𝒅𝒙 W: ∫(√𝒙 ∙ √𝒙𝟐 ∙ √𝒙

𝟑
)  𝒅𝒙 Z: ∫

(

 
 𝒙 ∙ 

√ √𝒙 ∙ √𝒙
𝟓𝟑

√ √𝒙𝟓
𝟒𝟏𝟎

)

 
 
 𝒅𝒙 

 
 
 

5. Add meg az alábbi határozatlan integrálok értékeit! 
 

A: ∫ (
𝒙 + 𝟏

√𝒙
)  𝒅𝒙 B: ∫ (

𝒙 + √𝒙
𝟑

√𝒙
)  𝒅𝒙 C: ∫ (√𝒙𝟐 ∙ √𝒙

𝟕
+ √𝒙𝟑 ∙ √𝒙𝟑

𝟒𝟏𝟎
)  𝒅𝒙 

 

D: ∫ (
𝒙

√𝒙
+
√𝒙

𝒙
)  𝒅𝒙 E: ∫ (

𝒙𝟐 − 𝟏

√𝒙
)  𝒅𝒙 F: ∫ (

𝒙 + 𝒙−𝟏 + 𝒙−𝟐

√𝒙
)  𝒅𝒙 

 

G: ∫ (
(𝒙𝟐 + 𝟏) ∙ (𝒙𝟐 − 𝟐)

√𝒙𝟐
𝟑 )𝒅𝒙 H: ∫ (

𝒙 + 𝟐 ∙ √𝒙
𝟑

𝒙𝟒
)  𝒅𝒙 I: ∫(√𝒙 + 𝟏) ∙ (𝒙 − √𝒙 + 𝟏) 𝒅𝒙 

 

J: ∫ (
𝟐𝒙𝟐 − √𝒙 + 𝟓

√𝒙
)  𝒅𝒙 K: ∫ (

𝒙𝟑 − 𝟒𝒙𝟐 + 𝟕𝒙 − 𝟏

√𝒙
𝟑 )  𝒅𝒙 L: ∫ (

𝒙

√𝒙
𝟑 +

√𝒙
𝟑

𝒙
)  𝒅𝒙 

 

M: ∫ (
𝟐𝒙𝟑 − 𝟏

√𝒙
)  𝒅𝒙 N: ∫ (

𝒙 + √𝒙𝟑

𝒙𝟒
)  𝒅𝒙 O: ∫ (

𝟑𝒙𝟐 + √𝒙 − 𝟐

√𝒙
𝟑 )  𝒅𝒙 
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6. Add meg az alábbi határozatlan integrálok értékeit! 
 

A: ∫(𝒙 + 𝟐)𝟑  𝒅𝒙  B: ∫[𝒙𝟑 ∙ (𝟏 + 𝒙)𝟐]  𝒅𝒙 C: ∫[(𝟐𝒙 + 𝟏) ∙ (𝟐𝒙 − 𝟏)]  𝒅𝒙  

 

D: ∫(𝒙 − 𝟐)𝟐  𝒅𝒙  E: ∫(𝒙 − 𝟏)𝟑  𝒅𝒙 F: ∫ (𝒙 +
𝟏

𝒙
)
𝟐

 𝒅𝒙 

 

G: ∫(𝟑𝒙 + 𝟐)𝟑  𝒅𝒙  H: ∫(𝟒𝒙 − 𝟏)𝟐  𝒅𝒙 I: ∫[(𝒙 − 𝟐) ∙ (𝟐𝒙 + 𝟕)]  𝒅𝒙 

 

J: ∫(𝒙𝟐 − 𝟑𝒙)𝟐  𝒅𝒙  K: ∫ [(𝒙𝟐 + 𝟏) ∙ (𝟏 −
𝟏

𝒙𝟐
)]  𝒅𝒙 L: ∫[(𝟓𝒙 − 𝟏)𝟑 ∙ (𝒙 + 𝟑)]  𝒅𝒙 

 

M: ∫(𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟏)𝟐  𝒅𝒙  N: ∫[(𝟑𝒙 + 𝟐) ∙ (𝒙𝟐 − 𝒙)]  𝒅𝒙 O: ∫(𝒙 − 𝟏)𝟒  𝒅𝒙 

 

P: ∫(𝒙 + 𝟐)𝟐 𝒅𝒙 Q: ∫(𝟓 − 𝟐𝒙)𝟑 𝒅𝒙 R: ∫(𝟑 − 𝒙)𝟐 𝒅𝒙 

 

S: ∫(𝟑 − 𝒙)𝟑 𝒅𝒙 T: ∫(𝒙 + 𝟑)𝟐 𝒅𝒙 U: ∫(𝟒𝒙 − 𝟑)𝟐 𝒅𝒙 

 

V: ∫[(𝟑𝒙𝟑 + 𝟓𝒙𝟐 − 𝟖) ∙ (𝟗𝒙𝟐 + 𝟏𝟎𝒙)]  𝒅𝒙  W: ∫[(𝟑𝒙𝟕 + 𝟒𝒙𝟐) ∙ (𝟐𝟏𝒙𝟔 + 𝟖𝒙)]  𝒅𝒙 

 
 

 
7. Add meg az alábbi határozatlan integrálok értékeit! 

 

A: ∫ (
𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟓
)  𝒅𝒙  B: ∫ (

−𝟑

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙
)  𝒅𝒙 C: ∫ (

𝟓

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙
)  𝒅𝒙 

 

D: ∫(𝒙𝟒 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙) 𝒅𝒙  E: ∫ (𝟐 −
𝟏

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙
)  𝒅𝒙 F: ∫ (

𝟏

𝒙𝟐
+

𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙
)  𝒅𝒙 

 

G: ∫(𝟐 ∙ 𝐬𝐢𝐧 𝒙) 𝒅𝒙  H: ∫ (
𝟏

𝟒
∙ 𝐬𝐢𝐧 𝒙 +

𝟐

𝟑
∙ 𝐜𝐨𝐬 𝒙)  𝒅𝒙  I: ∫(𝒙𝟐 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝟏)  𝒅𝒙 

 

J: ∫(𝟑 ∙ 𝐬𝐢𝐧𝒙 − 𝟒 ∙ 𝐜𝐨𝐬 𝒙)  𝒅𝒙 K: ∫(𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝒙𝟑 + √𝒙
𝟑
)  𝒅𝒙 L: ∫(𝐬𝐢𝐧𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙)  𝒅𝒙 

 

M: ∫(𝟐 ∙ 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙)  𝒅𝒙  N: ∫(𝟐𝒙𝟑 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝟓 ∙ 𝐜𝐨𝐬 𝒙)  𝒅𝒙 O: ∫ (
𝟏

𝒙𝟑
−

𝟏

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙
)  𝒅𝒙 

 

P: ∫(𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝟓)  𝒅𝒙 Q: ∫ (
𝟏

𝟑
∙ 𝐜𝐨𝐬 𝒙 +

𝟐

𝟑
∙ 𝐬𝐢𝐧 𝒙)  𝒅𝒙 R: ∫ (

𝐬𝐢𝐧𝒙

𝟓
−
𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟕
)  𝒅𝒙 

 

S: ∫(𝟐 ∙ 𝐬𝐢𝐧𝒙 − 𝟖 ∙ 𝐜𝐨𝐬𝒙)  𝒅𝒙 T: ∫(𝟓 ∙ 𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝟑 ∙ 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝟖)  𝒅𝒙 U: ∫(𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝟑, 𝟕)  𝒅𝒙 

 

P: ∫ (𝟑𝒙𝟐 + √𝒙𝟐
𝟕

+ 𝟑 ∙ 𝐜𝐨𝐬 𝒙 −
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙
)  𝒅𝒙 Q: ∫(𝒕𝒈𝟐𝒙)  𝒅𝒙 R: ∫ (

𝟏

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙
+

𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙
)  𝒅𝒙 
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8. Add meg az alábbi határozatlan integrálok értékeit! 

 

A: ∫ (
𝟏

𝒙
+ 𝒙)  𝒅𝒙 B: ∫ (

𝟓

𝒙
)  𝒅𝒙  C: ∫(𝟏 + 𝒆𝒙)  𝒅𝒙 

 

D: ∫(𝟓 ∙ 𝟑𝒙 − √𝒙
𝟑
)  𝒅𝒙 E: ∫(𝟑𝒆𝒙)  𝒅𝒙  F: ∫ (

𝟐

𝒙
+ 𝒆𝒙)  𝒅𝒙  

 

G: ∫ [
(𝒙 − 𝟏)𝟐

𝒙𝟑
]  𝒅𝒙 H: ∫ [

(𝟐𝒙 + 𝟑)𝟐

𝟒𝒙𝟑
]  𝒅𝒙 I: ∫ [

(𝒙 − 𝟐)𝟑

𝒙𝟒
]  𝒅𝒙 

 

J: ∫(𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 + 𝟓 − 𝒙−𝟏 + 𝟒𝒙−𝟐)  𝒅𝒙  K: ∫ (
𝟐

𝒙𝟑
+

𝟕

𝒙𝟐
+
𝟏

𝒙
)  𝒅𝒙 L: ∫ (𝒆𝒙 −

𝟖

𝒙
)  𝒅𝒙 

 

M: ∫(𝟑𝒙𝟕 + 𝟓𝒙𝟒 + 𝒆𝒙 + 𝟐)  𝒅𝒙 N: ∫(𝟓 ∙ 𝟑𝒙 − 𝟓 ∙ 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + √𝒙
𝟑

+ 𝟒𝒙 + 𝟑)  𝒅𝒙 

   
 

 
9. Add meg az alábbi határozatlan integrálok értékeit! 
 

A: ∫ (
𝒙𝟐 − 𝟏

𝒙 + 𝟏
)  𝒅𝒙  B: ∫ (

𝒙𝟑 + 𝟖

𝒙 + 𝟐
)  𝒅𝒙 C: ∫ (

𝒙𝟑 − 𝟏

𝒙 − 𝟏
)  𝒅𝒙  

 

D: ∫ (
√𝒙𝟑 + 𝟐𝟕

√𝒙 + 𝟑
)  𝒅𝒙 E: ∫ (

𝒙𝟑 − 𝟑𝟒𝟑

𝒙 − 𝟕
)  𝒅𝒙  F: ∫ (

𝒙 − 𝟏

√𝒙 + 𝟏
)  𝒅𝒙  

 

G: ∫ (
𝟐𝟕𝒙𝟑 − 𝟏𝟐𝟓

𝟑𝒙 − 𝟓
)  𝒅𝒙 H: ∫ (

𝒙𝟐 − 𝟕𝒙 + 𝟏𝟎

𝟑𝒙 − 𝟔
)  𝒅𝒙 I: ∫ (

𝟐𝟓𝒙𝟐 − 𝟔𝟒

𝟓𝒙 + 𝟖
)  𝒅𝒙   

 

J: ∫ (
√𝒙𝟑 + 𝟖

√𝒙 + 𝟐
)  𝒅𝒙 K: ∫ (

𝒙𝟐 − 𝟖𝒙 + 𝟏𝟓

𝒙 − 𝟓
)  𝒅𝒙 L: ∫ (

𝟐𝟓𝒙𝟐 − 𝟒𝟎𝒙 + 𝟏𝟔

𝟓𝒙 − 𝟒
)  𝒅𝒙 

 

M: ∫ (
𝟔𝟒𝒙𝟑 + 𝟑𝟒𝟑

𝟒𝒙 + 𝟕
)  𝒅𝒙  N: ∫ (

𝒙𝟑 + 𝟓𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟓

𝒙𝟐 + 𝟏
)  𝒅𝒙 O: ∫ (

𝟔𝟐𝟓𝒙𝟒 − 𝟖𝟏

𝟐𝟓𝒙𝟐 + 𝟗
)  𝒅𝒙   

 

P: ∫ (
𝟏𝟔𝒙𝟒 − 𝟐𝟒𝟎𝟏

𝟐𝒙 − 𝟕
)  𝒅𝒙 Q: ∫ (

𝒙𝟑 − 𝟖

𝒙 − 𝟐
)  𝒅𝒙 R: ∫ (

𝒙𝟑 + 𝟏𝟐𝟓

𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟐𝟓
)  𝒅𝒙 

 
 
 

10. Add meg az alábbi határozatlan integrálok értékeit! 

 

A: ∫ (
𝟑 ∙ 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒙)

𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬𝒙
)  𝒅𝒙  B: ∫ (

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 − 𝟓

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒙)
)  𝒅𝒙 C: ∫(𝒄𝒕𝒈𝟐𝒙)  𝒅𝒙 

 

D: ∫(𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙)  𝒅𝒙  E: ∫ (
𝟏

𝟑 ∙ 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 ∙ 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙
)  𝒅𝒙 F: ∫ (

𝒄𝒐𝒔𝟒𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝟒𝒙

𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒙)
)  𝒅𝒙 

 

G: ∫ (
𝟓 ∙ 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒙)

𝟑 ∙ 𝒔𝒊𝒏𝟐(𝟐𝒙)
)  𝒅𝒙  H: ∫ (

𝒔𝒊𝒏𝟒𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝟒𝒙

𝒔𝒊𝒏𝟐(𝟐𝒙)
)  𝒅𝒙 I: ∫ (−

𝟏

𝟕
∙ 𝒕𝒈𝟐𝒙) 

 
 

 

 



Brósch Zoltán (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorló Gimnáziuma) 
 

17 
 

11. Add meg az alábbi határozatlan integrálok értékeit! 

 

A: ∫(𝟑𝒙 − 𝟐)𝟐𝟎𝟏𝟎 𝒅𝒙 B: ∫ √𝟕𝒙 − 𝟏𝟔
𝟒

 𝒅𝒙 C: ∫ 𝐬𝐢𝐧 (𝟑𝒙 +
𝝅

𝟓
)  𝒅𝒙  

 

D: ∫(𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙)  𝒅𝒙 E: ∫[𝟒 ∙ 𝐬𝐢𝐧(𝟓𝒙) ∙ 𝐜𝐨𝐬(𝟓𝒙)]  𝒅𝒙 F: ∫(𝒆𝟓𝒙+𝟒)  𝒅𝒙 

 

G: ∫ (
𝐜𝐨𝐬(𝟗𝒙)

𝐬𝐢𝐧(𝟑𝒙) − 𝐜𝐨𝐬(𝟑𝒙)
)  𝒅𝒙 H: ∫[𝐬𝐢𝐧(𝟑𝒙) + 𝐜𝐨𝐬(𝟑𝒙)]𝟐 𝒅𝒙 I: ∫(𝟓𝟐−𝟑𝒙)  𝒅𝒙 

 

 

 

12. Add meg az alábbi határozatlan integrálok értékeit! 

 

A: ∫ √𝟏𝟐 − 𝟓𝒙
𝟕

 𝒅𝒙  B: ∫
𝟏

(𝟑𝒙 + 𝟒)𝟒
 𝒅𝒙 C: ∫ 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒙)  𝒅𝒙 

 

D: ∫[𝐬𝐢𝐧(𝟏𝟎𝒙) ∙ 𝐜𝐨𝐬(𝟔𝒙)]  𝒅𝒙  E: ∫ 𝐬𝐢𝐧(𝟔𝒙 + 𝟒)  𝒅𝒙 F: ∫[𝟐𝒙𝟓 − 𝐜𝐨𝐬(𝟑𝒙)]  𝒅𝒙 

 

G: ∫[𝐬𝐢𝐧(𝟒𝒙) ∙ 𝐜𝐨𝐬(𝟒𝒙)]  𝒅𝒙  H: ∫(𝟑𝟒𝒙−𝟕)  𝒅𝒙 I: ∫ 𝐜𝐨𝐬(−𝟒 − 𝟓𝒙)  𝒅𝒙 

 

 

 

13. Add meg az alábbi határozatlan integrálok értékeit! 
 

A: ∫ 𝐜𝐨𝐬(𝟖 − 𝟗𝒙)  𝒅𝒙  B: ∫
𝟏

𝒔𝒊𝒏𝟐(𝟑𝒙 + 𝟐)
 𝒅𝒙 C: ∫ [

𝟑

𝒙
−

𝟓

𝒙𝟐
+ 𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒙)]  𝒅𝒙 

 

D: ∫(𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙)  𝒅𝒙  E: ∫ (
𝟓

𝒄𝒐𝒔𝟐(−𝟔𝒙 + 𝟒)
)  𝒅𝒙 F: ∫ (

𝐜𝐨𝐬(𝟒𝒙)

𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒙) − 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒙)
)  𝒅𝒙 

 

G: ∫ √𝟕𝒙 + 𝟔
𝟑

 𝒅𝒙  H: ∫[𝐬𝐢𝐧(𝟔𝒙) ∙ 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒙)]  𝒅𝒙 I: ∫ (𝟓 ∙ 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 +
𝟓

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙
)  𝒅𝒙 

 
    

 

14. Add meg az alábbi határozatlan integrálok értékeit! 

 

A: ∫(𝟓𝒙 − 𝟒)𝟓 𝒅𝒙 B: ∫ √𝒙 + 𝟏
𝟒

 𝒅𝒙 C: ∫ 𝐬𝐢𝐧 (𝟐𝒙 +
𝝅

𝟑
)  𝒅𝒙  

 

D: ∫(𝟕𝟑𝒙+𝟐)  𝒅𝒙 E: ∫[𝟔 ∙ 𝐬𝐢𝐧(𝟕𝒙) ∙ 𝐜𝐨𝐬(𝟕𝒙)] 𝒅𝒙 F: ∫√𝟏𝟎𝒙 − 𝟑  𝒅𝒙 

 

G: ∫ 𝐜𝐨𝐬(𝟒𝒙 − 𝝅)  𝒅𝒙  H: ∫[𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒙) + 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒙)]𝟐 𝒅𝒙 I: ∫(𝒆−𝟔𝒙+𝟖)  𝒅𝒙 
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15. Add meg az alábbi határozatlan integrálok értékeit! 

 

A: ∫ (
𝟐𝒙

𝒙𝟐 + 𝟏
)  𝒅𝒙  B: ∫ (

𝟏

𝟒𝒙 − 𝟑
)  𝒅𝒙 C: ∫ (

𝟓𝒙𝟐

𝒙𝟑 + 𝟒
)  𝒅𝒙 

 

D: ∫ (
𝟐𝒙 − 𝟒

𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟔
)  𝒅𝒙  E: ∫ (

𝒙 + 𝟏

𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟏
)  𝒅𝒙 F: ∫ (

𝟐

𝟑𝒙 + 𝟏
)  𝒅𝒙 

 

G: ∫ (
𝟑𝒙 + 𝟐

𝒙 − 𝟐
)  𝒅𝒙  H: ∫ (

𝒙𝟐

𝟒𝒙𝟑 + 𝟔
)  𝒅𝒙 I: ∫ (

𝟏

𝒙 ∙ 𝐥𝐧 𝒙
)  𝒅𝒙 

 

J: ∫ (
𝒙𝟑

𝟏 + 𝒙𝟐
)  𝒅𝒙 K: ∫ (

𝟓𝒙𝟐

𝟐 + 𝒙
)  𝒅𝒙  L: ∫ (

𝟔

𝟕𝒙 − 𝟖
)  𝒅𝒙 

 

M: ∫ (
𝟒 ∙ 𝐬𝐢𝐧𝒙

𝟓 ∙ 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝟒
)  𝒅𝒙  N: ∫ (

𝟓 ∙ 𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒙)

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 + 𝟏𝟐𝝅
)  𝒅𝒙 O: ∫ (

𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 ∙ 𝒕𝒈 𝒙
)  𝒅𝒙 

 

P: ∫ (
𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒙)

𝟏 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙
)  𝒅𝒙  R: ∫ (

𝟑 ∙ 𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒙)

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 + 𝟏𝟎
)  𝒅𝒙 S: ∫ (

−𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒙)

𝟓 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙
)  𝒅𝒙 

 

 

 
16. Add meg az alábbi határozatlan integrálok értékeit! 

 

A: ∫[(𝒙𝟐 + 𝟓)𝟕 ∙ 𝟐𝒙]  𝒅𝒙  B: ∫[𝟏𝟔𝒙 ∙ (𝟐𝒙𝟐 + 𝟕)𝟑]  𝒅𝒙 C: ∫(𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙 ∙ 𝐜𝐨𝐬 𝒙)  𝒅𝒙 

 

D: ∫ 𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒙)  𝒅𝒙  E: ∫[(𝟒𝒙 + 𝟏) ∙ √𝟐𝒙𝟐 + 𝒙]  𝒅𝒙 F: ∫[𝒔𝒊𝒏𝟓𝒙 ∙ 𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒙)]  𝒅𝒙 

 

G: ∫ (
𝟏

√𝟐𝒙 − 𝟑
)  𝒅𝒙  H: ∫ (

𝒔𝒊𝒏𝟔𝒙

𝒄𝒐𝒔𝟖𝒙
)  𝒅𝒙 I: ∫(𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙)  𝒅𝒙 

 

J: ∫ (
𝒕𝒈𝟓𝒙

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙
)  𝒅𝒙  K: ∫(𝟔𝒙𝟐 ∙ √𝒙𝟑 + 𝟐)  𝒅𝒙 L: ∫(𝒔𝒊𝒏𝟓𝟓 𝒙 ∙ 𝐜𝐨𝐬 𝒙)  𝒅𝒙 

 

M: ∫(𝒄𝒐𝒔𝟓𝒙)  𝒅𝒙 N: ∫[𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒙) ∙ 𝐜𝐨𝐬 𝒙]  𝒅𝒙 O: ∫ (
√𝒕𝒈𝟑𝒙
𝟕

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙
)  𝒅𝒙 

 

 

 

17. Add meg az alábbi határozatlan integrálok értékeit! 
 

A: ∫[(𝟑𝒙𝟐 + 𝟒) ∙ 𝒆𝒙
𝟑+𝟒𝒙]  𝒅𝒙  B: ∫[𝒆𝒙

𝟒+𝟒𝒙 ∙ (𝒙𝟑 + 𝟏)]  𝒅𝒙 C: ∫(𝒆−𝒙)  𝒅𝒙 

 

D: ∫[𝟐𝒙 ∙ 𝐜𝐨𝐬(𝒙𝟐)]  𝒅𝒙  E:∫ (𝐬𝐢𝐧 𝒙 ∙ 𝐜𝐨𝐬 𝒙 ∙
𝒆𝒄𝒐𝒔

𝟐𝒙

𝒆𝒔𝒊𝒏
𝟐𝒙
)  𝒅𝒙  F: ∫[𝟑𝒙 ∙ 𝐬𝐢𝐧(𝒙𝟐)]  𝒅𝒙 
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18. Add meg az alábbi határozatlan integrálok értékeit! 

 

A: ∫(𝟐𝒙 ∙ 𝐬𝐢𝐧 𝒙)  B: ∫(𝟒𝒙𝟑 ∙ 𝐥𝐧 𝒙) C: ∫(𝟑𝒙𝟐 ∙ 𝒆𝒙)  

 

D: ∫(𝒙 ∙ 𝒆𝒙)  𝒅𝒙  E: ∫(𝒆𝒙 ∙ 𝐬𝐢𝐧 𝒙)  𝒅𝒙 F: ∫(𝒙𝟐 ∙ 𝐜𝐨𝐬 𝒙)  𝒅𝒙 

 

G: ∫[𝟐𝒙𝟑 ∙ 𝐜𝐨𝐬(𝒙𝟐)]  𝒅𝒙 H: ∫ (
𝐥𝐧𝒙

𝒙
)  𝒅𝒙 I: ∫(𝒙 ∙ 𝒆𝒙+𝟐)  𝒅𝒙 

 

J: ∫(𝒙 ∙ 𝐥𝐧 𝒙)  𝒅𝒙  K: ∫(𝒙 ∙ 𝐜𝐨𝐬 𝒙)  𝒅𝒙 L: ∫(𝒙𝟐 ∙ 𝐬𝐢𝐧 𝒙)  𝒅𝒙 

 

M: ∫(𝒆𝒙 ∙ 𝐜𝐨𝐬 𝒙)  𝒅𝒙 N: ∫(𝒙𝟏𝟎𝟎 ∙ 𝐥𝐧 𝒙)  𝒅𝒙  O: ∫(𝒙 ∙ 𝐬𝐢𝐧 𝒙)  𝒅𝒙 
 

 

 

19. Add meg az alábbi határozatlan integrálok értékeit! 

 

A: ∫ (
𝟏

(𝒙 − 𝟒) ∙ (𝟐𝒙 − 𝟏)
)  𝒅𝒙  B: ∫ (

𝟏

𝒙𝟐 + 𝟕𝒙 + 𝟏𝟎
)  𝒅𝒙 C: ∫ (

𝟐

𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝟏𝟐
)  𝒅𝒙 

 

D: ∫ (
𝟏

(𝒙 − 𝟑) ∙ (𝒙 + 𝟐)
)  𝒅𝒙  E: ∫ (

𝟏

𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 − 𝟏𝟎
)  𝒅𝒙 F: ∫ (

𝟐

(𝒙 + 𝟏) ∙ (𝒙 + 𝟑)
)  𝒅𝒙 

 

G: ∫ (
𝟏

(𝒙 − 𝟏) ∙ (𝒙 − 𝟑)
)  𝒅𝒙 H: ∫ (

𝟏

𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝟒
)  𝒅𝒙 I: ∫ (

𝟏𝟎

𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝟔
)  𝒅𝒙 

 

J: ∫ (
𝟒𝒙 + 𝟖

𝟒𝒙𝟐 + 𝟖𝒙 + 𝟑
)  𝒅𝒙  K: ∫ (

𝟕𝒙 + 𝟏𝟎

𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟔
)  𝒅𝒙  L: ∫ (

𝟑𝒙 − 𝟓

𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 − 𝟒
)  𝒅𝒙 

 

 

 

20. Add meg a következő függvények két különböző primitív függvényét! 
 

A: 𝒇(𝒙) = 𝟗𝒙𝟐  B: 𝒇(𝒙) = √𝟐𝒙𝟐
𝟑

 C: 𝒇(𝒙) = 𝟑 ∙ 𝐬𝐢𝐧 𝒙 

 

D: 𝒇(𝒙) = (𝟐 + 𝟓𝒙)𝟑  E: 𝒇(𝒙) = 𝟓𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 +
𝟒

√𝒙𝟐
𝟑 + 𝟓 F: 𝒇 (𝒙) = √𝒙 ∙ √𝒙𝟐

𝟑
 

 
  
    

21. Add meg a következő függvényeknek két különböző antideriváltját! 

 

A: 𝒇(𝒙) =
𝟐𝒙

𝒙𝟐 + 𝟕
  B: 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 ∙ 𝒆𝒙 C: 𝒇(𝒙) = (𝒆𝒙)𝟐 

 

D: 𝒇(𝒙) = 𝟐 ∙ 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒙) − 𝟔 ∙ 𝐬𝐢𝐧(𝟑𝒙) E: 𝒇(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏𝟕𝒙 ∙ 𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒙) F: 𝒇 (𝒙) =
𝟒

𝒔𝒊𝒏𝟐(𝟐𝒙)
 

 

G: 𝒇(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏𝟓𝒙 ∙ 𝐜𝐨𝐬 𝒙  H: 𝒇(𝒙) = (𝟐𝒙𝟑 + 𝟕)
𝟒
∙ 𝟐𝒙𝟐 I: 𝒇(𝒙) = 𝒙 ∙ 𝒆(𝒙

𝟐) 

 
 

22. Bizonyítsd be a következőt: ∫(𝐬𝐢𝐧𝒙 ∙ 𝐜𝐨𝐬 𝒙)  𝒅𝒙 =
𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝟐
+ 𝒄 = −

𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒙)

𝟒
+ 𝒅! 
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23. Igazold, hogy az 𝒇:ℝ → ℝ, 𝒙 ⟼ (𝒙 − 𝟐) ∙ (𝒙 + 𝟓) függvény a 𝒈:ℝ → ℝ, 𝒙 ⟼ 𝟐𝒙 + 𝟑 

függvénynek primitív függvénye! 
 
 
 

24. Igazold, hogy az 𝒇:ℝ\{𝟎} → ℝ, 𝒙 ⟼
(𝒙 − 𝟐)𝟐

𝒙
 függvény a 𝒈:ℝ\{𝟎} → ℝ,𝒙 ⟼ 𝒙−𝟐 ∙ (𝒙𝟐 − 𝟒) 

függvénynek primitív függvénye! 

 

 

 

25. Igazold, hogy az 𝒇 függvény a 𝒈 függvénynek primitív függvénye:  

𝒇(𝒙) = (𝒙𝟒 − 𝟐) ∙ (𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 + 𝟐) és 𝒈(𝒙) = 𝟔𝒙𝟓 − 𝟏𝟓𝒙𝟒 + 𝟖𝒙𝟑 − 𝟒𝒙 + 𝟔! 
 
 
 

26. Ha ábrázoljuk az 𝒇:ℝ → ℝ, 𝒙 ⟼ 𝟑𝒙 + 𝟓 függvény két különböző primitív függvényét, 

akkor milyen kapcsolat lesz a két görbe között? 

 

 

 

27. Igazold, hogy az ún. Dirichlet – függvény, vagyis az 𝒇(𝒙) = {
𝟏, 𝒉𝒂 𝒙 𝒓𝒂𝒄𝒊𝒐𝒏á𝒍𝒊𝒔

𝟎, 𝒉𝒂 𝒙 𝒊𝒓𝒓𝒂𝒄𝒊𝒐𝒏á𝒍𝒊𝒔
 

függvény semmilyen [𝒂, 𝒃] intervallumban sem integrálható! 

 

 

 

28. Határozd meg az alábbi függvényeknek azt a primitív függvényét, amelynek görbéje 

átmegy az adott 𝑷 ponton! 

 
A: 𝒇(𝒙) = 𝟓 és 𝑷(𝟏;−𝟏) B: 𝒇(𝒙) = 𝟖𝒙 és 𝑷(𝟑;−𝟏)  

 

C: 𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙 − 𝟓 és 𝑷(−𝟑;𝟏𝟎) D: 𝒇(𝒙) = 𝟒𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟐 és 𝑷(−𝟏;𝟐) 
 

E: 𝒇(𝒙) = −𝟑𝒙𝟑 + 𝟐𝒙𝟐 és 𝑷 (−𝟏;−𝟏)  F: 𝒇(𝒙) = 𝟒𝒙𝟒 − 𝟑𝒙𝟑 + 𝟐𝒙𝟐 + 𝒙 és 𝑷 (𝟐; 𝟎) 
 

 

 

29. Határozd meg az alábbi függvényeknek azt a primitív függvényét, amelynek görbéje 

átmegy az adott 𝑷 ponton! 

 

A: 𝒇(𝒙) =
𝟐𝒙 + 𝟒

(𝒙 + 𝟐)𝟒
 és 𝑷(𝟏; 𝟏) B: 𝒇(𝒙) = 𝒙 ∙ 𝐜𝐨𝐬(𝒙𝟐) és 𝑷(𝟎; 𝟕)  

 

C: 𝒇(𝒙) = 𝟑 ∙ 𝐬𝐢𝐧 𝒙 és 𝑷(−
𝝅

𝟒
; 𝟐) D: 𝒇(𝒙) = 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙 és 𝑷 (

𝝅

𝟒
; 𝟎) 

 

E: 𝒇(𝒙) =
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙
+ 𝟐 és 𝑷(𝟎; 𝟎) F: 𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙𝟑 ∙ 𝐜𝐨𝐬 (𝒙𝟒 −

𝝅

𝟐
) és 𝑷(𝟎; 𝟑)
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30. Határozd meg azt az 𝒇:ℝ → ℝ függvényt, amelynek deriváltja az 𝒇′: ℝ → ℝ; 𝒙 ⟼ 𝟔𝒙 

függvény és amelynek görbéjére illeszkedik a 𝑷(𝟐; 𝟓) pontra!  

 

 

 
31. Határozd meg a függvényeknek az adott 𝑷 ponton átmenő primitív függvényét, majd 

írd fel ennek a görbének az adott 𝒙𝟎 abszcisszájú pontjába húzható érintő egyenletét! 
 

A: 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟑;𝑷(𝟎; 𝟐); 𝒙𝟎 = 𝟏  B: 𝒇(𝒙) = 𝒙 + 𝒄𝒐𝒔 𝒙; 𝑷(𝟎;−𝟑); 𝒙𝟎 = 𝝅 
 

 
 

32. Határozd meg, milyen irányúak a függvény primitív függvényeinek az érintői az  

𝒙𝟎 abszcisszájú pontban! 
 

A: 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟔 és 𝒙𝟎 = 𝟐  B: 𝒇(𝒙) =
𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒙)

√𝐜𝐨𝐬(
𝒙

𝟐
)

 és 𝒙𝟎 =
𝝅

𝟐
 

 
 

33. Határozd meg a görbének azt a primitív függvényét, amelynek egyik zérushelye az 

adott 𝒙𝟎 pontban van! 
 

A: 𝒇(𝒙) = 𝟑𝒙 − 𝟒 és 𝒙𝟎 = 𝟐 B: 𝒇(𝒙) = 𝟓𝒙𝟑 + 𝟐𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟐 és 𝒙𝟎 = −𝟓 
 

C: 𝒇(𝒙) = 𝟕𝒙 − 𝟖 és 𝒙𝟎 = −𝟐 D: 𝒇(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟒 és 𝒙𝟎 = −𝟏 

 

E: 𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙 − 𝟓 és 𝒙𝟎 = 𝟐 F: 𝒇(𝒙) =
𝟐𝒙 − 𝟐

(𝒙𝟐 − 𝟐𝒙)
𝟐 és 𝒙𝟎 = 𝟓 

 
 

34. Határozd meg az 𝒇(𝒙) = 𝟕𝒙 − 𝟑 görbének azt a primitív függvényét, amely az  

𝒙𝟎 = 𝟐 helyen a 𝟑 értéket veszi fel! 

 
 
 

35. Van – e olyan függvény, amelynek deriváltja az 𝒇(𝒙) = 𝟓𝒙𝟐 − 𝟕𝒙 + 𝟒 függvény, és 

amely az 𝒙𝟎 = 𝟏 helyen a 𝟑 éréket veszi fel? 

 

 

 

36. Határozd meg az 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 görbének azt a primitív függvényét, amely az  

𝒙𝟎 = −𝟏 helyen a 𝟕 értéket veszi fel! 

 

 

 

37. Határozd meg az 𝒇(𝒙) = (𝒙𝟐 + 𝟏) ∙ (𝒙𝟑 − 𝟏) görbének azt a primitív függvényét, 

amely az 𝒙𝟎 = 𝟏 helyen a 𝟎 értéket veszi fel! 
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38. Határozd meg az 𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟏 görbének azt a primitív függvényét, amelyre 

teljesül, hogy 𝑭(𝟏) = −𝟑! 

 
 
 

39. Határozd meg az 𝒇(𝒙) = 𝟑𝒙𝟒 − 𝟐𝒙𝟐 + 𝟏 görbének azt a primitív függvényét, amelyre 

teljesül, hogy 𝑭(𝟏) = 𝟓! 
 
 
 

40. Határozd meg az 𝒇(𝒙) = (𝒙 − 𝟏) ∙ (𝒙 + 𝟐)𝟐 görbének azt a primitív függvényét, 

amelyre teljesül, hogy 𝑭(𝟎) = −𝟏! 
 
 
 

41. Határozd meg az 𝒇(𝒙) =
𝟖𝒙𝟑 + 𝟐𝟕

𝟐𝒙 + 𝟑
 görbének azt a primitív függvényét, amely az  

𝒙𝟎 = −𝟏 helyen a −𝟖 értéket veszi fel! Írd fel a primitív függvény görbéjének a 

𝑷 (−𝟏;−𝟖) pontbeli érintőjének az egyenletét! 
 

 
 

42. Határozd meg a kétoldali közelítés módszerével az 𝒇(𝒙) = −𝟐𝒙 + 𝟓 egyenletű görbe 

alatti területet az 𝒙𝟏 = 𝟏 és az 𝒙𝟐 = 𝟐 határok között! 

 

 

 

43. Számítsd ki az alábbi határozott integrálok értékeit! 

 

A: ∫ (𝒙𝟐)
𝟐

𝟏
 𝒅𝒙  B: ∫ (𝒙𝟐 + 𝟏)

𝟑

𝟎
 𝒅𝒙 C: ∫ (𝒙𝟐 − 𝟐𝒙)

𝟐

−𝟏
 𝒅𝒙 

 

D: ∫ (−𝒙𝟐)
𝟏

𝟎
 𝒅𝒙  E: ∫ (𝟐 − 𝟑𝒙)

𝟑

𝟏
 𝒅𝒙 F: ∫ (𝟏𝟎 − 𝒙𝟐)

𝟑

𝟏
 𝒅𝒙 

 

G: ∫ (𝟐𝒙 − 𝟑)
𝟕

𝟐
 𝒅𝒙  H: ∫ (𝟒 − 𝟐𝒙)

𝟑

𝟎
 𝒅𝒙 I: ∫ (𝟓𝒙𝟒)

𝟓

𝟎
 𝒅𝒙 

 

J: ∫ (𝟐𝒙 − 𝟓)
𝟓

𝟎
 𝒅𝒙  K: ∫ (

𝟏

𝟒
𝒙𝟐)

𝟑

−𝟑
 𝒅𝒙 L: ∫ (𝟐𝒙𝟐 − 𝟖)

𝟒

𝟎
 𝒅𝒙 

 

M: ∫ (𝟑𝒙 − 𝟕)
𝟔

−𝟓
 𝒅𝒙  N: ∫ (𝟐𝒙𝟓)

𝟏

−𝟏
 𝒅𝒙 O: ∫ (𝒙 − 𝟐𝒙𝟑)

𝟐

−𝟑
 𝒅𝒙  

 

P: ∫ 𝒙
𝟎

−𝟐
 𝒅𝒙 Q: ∫ (−𝟐𝒙 + 𝟓)

𝟓

−𝟏
 𝒅𝒙 R: ∫ (𝟔𝒙𝟐 + 𝟏)

𝟐

𝟏
 𝒅𝒙 

 

S: ∫ 𝟐
𝟓

𝟏
 𝒅𝒙 T: ∫ (𝒙𝟑)

𝟒

𝟐
 𝒅𝒙 U: ∫ (𝒙𝟑 − 𝟓)

𝟒

𝟐
 𝒅𝒙 

 

V: ∫ (−𝟐𝒙𝟐 + 𝟒)
𝟐

−𝟐
 𝒅𝒙 W: ∫ (𝒙𝟑 + 𝟐𝒙)

𝟏

−𝟏
 𝒅𝒙 Z: ∫ (𝟐𝒙𝟐 − 𝟓𝒙)

𝟏

𝟎
 𝒅𝒙 
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44. Számítsd ki az alábbi határozott integrálok értékeit! 
 

A: ∫ (
𝟏

𝟐
𝒙)

√𝟑

−√𝟑
 𝒅𝒙 B: ∫ (𝟔 − 𝒙 − 𝒙𝟐)

𝟐

−𝟑
 𝒅𝒙 C: ∫ (𝟓𝒙 − 𝒙𝟐) 𝒅𝒙

𝟓

𝟎
 

 

D: ∫ (−𝟑𝒙𝟐 + 𝟒𝒙)
𝟐

𝟎
 𝒅𝒙 E: ∫ (𝒙𝟑 − 𝒙 + 𝟏)

𝟒

−𝟐
 𝒅𝒙 F: ∫ (𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟑)

√𝟑

𝟏
 𝒅𝒙 

 

G: ∫ (𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 + 𝟏)
𝟐

𝟎
 𝒅𝒙  H: ∫ (𝟒𝒙𝟑 − 𝒙 + 𝟐)

𝟏

−𝟏
 𝒅𝒙 I: ∫ (𝟑𝒙𝟖 − 𝒙 + 𝟐)

𝟐

−𝟏
 𝒅𝒙 

 

J: ∫ (𝟓𝒙𝟒 +
𝟏

𝟐
)

𝟏

𝟐
𝟎

 𝒅𝒙 K: ∫ (𝟑𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟏)
𝟐

𝟏
 𝒅𝒙 L: ∫ (𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟏)

𝟓

𝟎
 𝒅𝒙 

 

M: ∫ (−𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟑)
𝟏

−𝟐
 𝒅𝒙 N: ∫ (

𝟑𝒙𝟑

𝟐
−
𝟐𝒙𝟐

𝟓
+
𝒙

𝟒
+ 𝟐)

𝟑

𝟏
 𝒅𝒙 O: ∫ (−

𝟏

𝟐
𝒙 + 𝟓)

𝟖

𝟐
 𝒅𝒙 

 

P: ∫ (𝟑𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟒)
𝟕

𝟏
 𝒅𝒙 Q: ∫ (𝟓𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟑)

√𝟐

−𝟏
 𝒅𝒙  R: ∫ (𝒙𝟐 + 𝟑)

𝟎

−𝟐
 𝒅𝒙 

 

S: ∫ (𝟐𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 − 𝟐) 𝒅𝒙
𝟐

𝟎
 T: ∫ (𝟐𝒙𝟐 − 𝟖𝒙 + 𝟔) 𝒅𝒙

𝟑

𝟏
 U: ∫ (𝒙𝟒 − 𝟓𝒙𝟐 + 𝟒)

𝟑

−𝟑
 𝒅𝒙 

 

V: ∫ (𝟏 − 𝒙 − 𝟐𝒙𝟐) 𝒅𝒙
𝟎,𝟓

−𝟏
 W: ∫ (𝟒𝒙𝟑 − 𝒙) 𝒅𝒙

𝟐

𝟎
 Z: ∫ (

𝟏

𝟑
𝒙𝟐 −

𝒙

𝟐
+ 𝟒)  𝒅𝒙

𝟑

−𝟏
 

 
 
 
45. Számítsd ki az alábbi határozott integrálok értékeit! 
 

A: ∫ 𝟕
−𝟑

𝟐
 𝒅𝒙  B: ∫ (−𝟐𝒙 + 𝟓)

−𝟏

𝟓
 𝒅𝒙 C: ∫ (𝟔𝒙𝟐)

𝟎

𝟒
 𝒅𝒙 

 

D: ∫ (−𝟑)
𝟎

𝟐
 𝒅𝒙  E: ∫ (𝟐𝒙)

−𝟏

𝟏
 𝒅𝒙 F: ∫ (−𝒂)

𝟐

𝟓
 𝒅𝒙 

 

G: ∫ 𝟏
𝒙

𝟎
 𝒅𝒙  H: ∫ 𝒙

𝒙

𝟏
 𝒅𝒙   I: ∫ (𝒙𝟐)

𝒙

𝟎
 𝒅𝒙 

 

J: ∫ 𝟏
𝒙

𝟏
 𝒅𝒙 K: ∫ 𝒙

𝒙

𝟎
 𝒅𝒙 L: ∫ (𝒙𝟐)

𝒙

𝟏
 𝒅𝒙 

 

M: ∫ (𝒂 ∙ 𝒙 − 𝒃)
𝟏

𝟎
 𝒅𝒙  N: ∫ (−𝒂 ∙ 𝒙 + 𝒃)

𝟏

𝟎
 𝒅𝒙 O: ∫ (−𝒂 ∙ 𝒙 − 𝒃)

𝟏

𝟎
 𝒅𝒙 

 

P: ∫ (𝒂 ∙ 𝒙 + 𝒃)
𝟏

𝟎
 𝒅𝒙 Q: ∫ 𝒙

𝒂

𝟎
 𝒅𝒙 R: ∫ (𝒙𝟐 − 𝒂 ∙ 𝒙)

𝒂

𝟎
 𝒅𝒙 

 
 
 
46. Számítsd ki az alábbi határozott integrálok értékeit! 

 

A: ∫ (𝟓𝒙 + 𝟏)
𝟑

𝟎
 𝒅𝒙 + ∫ (𝟏 + 𝟓𝒙)

𝟒

𝟑
𝒅𝒙 − 𝟓 ∙ ∫ (𝒙 +

𝟏

𝟓
)

𝟒

𝟔
 𝒅𝒙  

 

B: ∫ (𝟐𝒙 − 𝟒)
𝟑

𝟏
 𝒅𝒙 + 𝟐 ∙ ∫ (𝒙 − 𝟐)

𝟓

𝟑
 𝒅𝒙 + ∫ (𝟒 − 𝟐𝒙)

𝟓

𝟕
 𝒅𝒙  
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47. Melyik kifejezés értéke a nagyobb? 

 

A: ∫ (𝒙𝟓 − 𝟑𝒙𝟒 + 𝟐𝒙𝟑 + 𝟓𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟏) 𝒅𝒙
𝟏

𝟎
    

 

B: ∫ (𝟐𝒙𝟓 − 𝒙𝟒 + √𝟑𝒙𝟑 − 𝟏𝟎𝒙𝟐 + 𝟕𝒙 + 𝟏) 𝒅𝒙
𝟏

−𝟏
    

 
 
 

48. Számítsd ki az alábbi határozott integrálok értékeit! 

 

A: ∫ (√𝒙) 𝒅𝒙
𝟗

𝟏
 B: ∫ (√𝒙𝟐

𝟑
)

𝟖

𝟏
 𝒅𝒙 C: ∫ (

𝟏

𝟐
∙ √𝒙
𝟑
)

𝟖

𝟎
 𝒅𝒙 

 

D: ∫ (
𝟓

√𝒙
)

𝟏𝟐𝟓

𝟐𝟕
 𝒅𝒙 E: ∫ (

𝟏

𝒙𝟐
)

√𝟑

𝟏
 𝒅𝒙 F: ∫ (

𝟐

𝒙𝟓
)

𝟒

𝟏
 𝒅𝒙 

 

G: ∫ (
𝟏

√𝒙
𝟑 )

𝟔

𝟐
 𝒅𝒙  H: ∫ (

𝟏

𝒙𝟐
− 𝟏)

𝟐

𝟏
 𝒅𝒙  I: ∫ (√𝒙 + 𝒙𝟐)

𝟐

𝟏
 𝒅𝒙 

 

J: ∫
𝟓

𝒙𝟐

𝟑

𝟏
 𝒅𝒙 K: ∫ (−

𝟖

𝟓
∙ √𝒙𝟑
𝟓

)
𝟏

−𝟏
 𝒅𝒙 L:∫ (

𝟓 ∙ √𝒙𝟑

𝟐
)

𝟒

𝟎
 𝒅𝒙 

 
 
 

49. Számítsd ki az alábbi határozott integrálok értékeit! 
 

A: ∫ (𝐬𝐢𝐧𝒙)
𝟑𝝅

𝟒
𝝅

𝟒

 𝒅𝒙  B: ∫ (𝐬𝐢𝐧 𝒙)
𝟓

−𝟓
 𝒅𝒙 C: ∫ (𝐬𝐢𝐧𝒙)

𝟐𝝅

𝟎
 𝒅𝒙 

 

D: ∫ (𝐬𝐢𝐧𝒙)
𝝅
𝝅

𝟒

 𝒅𝒙  E: ∫ (𝐬𝐢𝐧 𝒙)
𝝅

𝟑

−
𝝅

𝟒

 𝒅𝒙 F: ∫ (𝐬𝐢𝐧 𝒙)
𝝅

𝟎
 𝒅𝒙 

 

G: ∫ (𝐜𝐨𝐬 𝒙)
𝝅

𝟐

−
𝝅

𝟐

 𝒅𝒙 H: ∫ (𝐜𝐨𝐬 𝒙)
𝝅

𝟑
𝝅

𝟔

 𝒅𝒙 I: ∫ (𝐜𝐨𝐬 𝒙)
𝝅

𝟎
 𝒅𝒙 

 

J: ∫ (𝐜𝐨𝐬 𝒙)
𝟓𝝅

𝟔
𝝅

𝟔

 𝒅𝒙 K: ∫ (𝐜𝐨𝐬 𝒙)
𝝅
𝝅

𝟐

 𝒅𝒙 L: ∫ (𝐜𝐨𝐬 𝒙)
𝝅

𝟐
𝟎

 𝒅𝒙 

 

M: ∫ (𝐜𝐨𝐬 𝒙)
𝟓

−𝟓
 𝒅𝒙 N: ∫ (𝐬𝐢𝐧 𝒙)

𝝅

𝟒
𝟎

 𝒅𝒙 O: ∫ (𝐬𝐢𝐧 𝒙)
𝝅

𝟐
𝟎

 𝒅𝒙 
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50. Számítsd ki az alábbi határozott integrálok értékeit! 

 

A: ∫ (𝟑 ∙ 𝐬𝐢𝐧 𝒙)
𝝅

𝟐
𝝅

𝟒

 𝒅𝒙 B: ∫ (
𝟏

𝟒
∙ 𝐜𝐨𝐬 𝒙)

𝝅

𝟐
𝟎

 𝒅𝒙 C: ∫ (𝒙𝟐 − 𝐬𝐢𝐧𝒙) 𝒅𝒙
𝟔

𝟑
 

 

D: ∫ (𝟑 ∙ 𝐜𝐨𝐬𝒙)
𝝅
𝝅

𝟐

 𝒅𝒙  E: ∫ (𝟓 ∙ 𝐬𝐢𝐧 𝒙 +
𝟏

𝟒
∙ 𝐜𝐨𝐬 𝒙)

𝝅

𝟐
𝟎

 𝒅𝒙 F: ∫ (𝐬𝐢𝐧𝒙 + 𝐜𝐨𝐬𝒙)
𝝅

𝟎
 𝒅𝒙 

 

G: ∫ (𝒙𝟐 − 𝐬𝐢𝐧𝒙 + 𝟐)
𝟑

𝟏
 𝒅𝒙  H: ∫ (𝟑 ∙ 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟐 ∙ 𝐜𝐨𝐬 𝒙)

𝝅

𝟒
𝟎

 𝒅𝒙 I: ∫ (𝐜𝐨𝐬 𝒙 +
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙
)

𝝅

𝟑
𝝅

𝟒

 𝒅𝒙 

 

J: ∫ (
𝟏

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙
+

𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙
)

𝝅

𝟑
𝝅

𝟔

 𝒅𝒙 K: ∫ (
𝟏

√𝒙
+

𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙
)

𝝅

𝟒
𝝅

𝟔

 𝒅𝒙 L: ∫ (𝐬𝐢𝐧𝒙 −
𝟏

𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙
)

𝝅

𝟐
𝝅

𝟒

 𝒅𝒙 

 

M: ∫ (𝟐 ∙ 𝐬𝐢𝐧𝒙 + 𝟑 ∙ 𝐜𝐨𝐬 𝒙)
𝝅

𝟒
𝟎

 𝒅𝒙  N: ∫ (
𝒔𝒊𝒏 𝒙

𝟏𝟎
)

𝝅

𝟑
𝟎

 𝒅𝒙 O: ∫ (𝟓 ∙ 𝐬𝐢𝐧 𝒙 −
𝟏

𝟒
∙ 𝐜𝐨𝐬 𝒙)

𝝅

𝟐
𝟎

 𝒅𝒙 

 
 
 

51. Számítsd ki az alábbi határozott integrálok értékeit! 
      

A: ∫ (
𝒙𝟒 − 𝟏

𝒙𝟐 + 𝟏
)

𝟑

𝟐
 𝒅𝒙  B: ∫ (

𝟐𝒙 − 𝟏

𝒙𝟑
)

−𝟏

−𝟐
 𝒅𝒙 C: ∫ (

𝒙𝟑 − 𝟖

𝒙 − 𝟐
)

𝟐

−𝟏
 𝒅𝒙 

 

D: ∫ (
𝟐𝒙 + 𝟏

𝒙𝟒
)

𝟑

−𝟓
 𝒅𝒙  E: ∫ (

𝒙𝟐 − 𝟐𝟓

𝒙 − 𝟓
)

𝟒

−𝟑
 𝒅𝒙 F: ∫ (

𝒙 + 𝟏

√𝒙
)

𝟒

𝟏
 𝒅𝒙 

  

G: ∫ (
𝒙𝟐 − 𝟑𝟔

𝟐𝒙 − 𝟏𝟐
)

𝟗

𝟕
 𝒅𝒙  H: ∫ [

(𝟐𝒙 + 𝟏) ∙ (𝒙 − 𝟑)

𝒙𝟒
]

𝟏

−𝟏
 𝒅𝒙 I: ∫ (

𝒙𝟑 + 𝟏

𝒙 + 𝟏
)

𝟐

𝟎
 𝒅𝒙 

 

J: ∫ (
𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 − 𝟒

𝟔𝒙𝟓
)

𝟐

𝟏
 K: ∫ (

𝒙 − 𝟏

𝟐 ∙ √𝒙
)

𝟑

𝟐
 𝒅𝒙  L: ∫ (

𝒙𝟐 − 𝟏

𝒙 + 𝟏
)

𝟒

𝟐
 𝒅𝒙 

 
 
 

52. Számítsd ki az alábbi határozott integrálok értékeit! 
 

A: ∫ (𝟐𝒙 + 𝟏)𝟐
𝟓

−𝟐
 𝒅𝒙 B: ∫ (𝒙 − 𝟏)𝟑

𝟐

−𝟐
 𝒅𝒙 C: ∫ [(𝒙 + 𝟑) ∙ (𝒙 + 𝟐)]

𝟏

−𝟏
 𝒅𝒙 

 

D: ∫ (𝟏 + 𝒙 + 𝒙𝟐)
𝟐𝟐

𝟎
 𝒅𝒙  E: ∫ [(𝒙 − 𝟏) ∙ (𝒙 + 𝟕)]

𝟏

𝟎
 𝒅𝒙 F: ∫ [(𝒙 + 𝟑) ∙ (𝒙 − 𝟏)𝟐]

𝟏

−𝟏
 𝒅𝒙 

 

G: ∫ [(𝒙 − 𝟒) ∙ (𝟑𝒙 + 𝟏)]
𝟒

𝟏
 𝒅𝒙  H: ∫ [

𝟏

𝟐
∙ (𝒙 − 𝟓)𝟐 + 𝟐]

𝟑

𝟐
 𝒅𝒙 I: ∫ [(𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟐) ∙ (𝒙𝟐 + 𝟑)]

𝟑

−𝟐
 𝒅𝒙 
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53. Számítsd ki az alábbi határozott integrálok értékeit! 
 

A: ∫ [𝐬𝐢𝐧 (𝟑𝒙 −
𝝅

𝟐
)]

𝝅
𝝅

𝟑

 𝒅𝒙  B: ∫ [𝐬𝐢𝐧(𝟓𝒙)]
𝝅

𝟔
𝟎

 𝒅𝒙 C: ∫ (𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙)
𝟐𝝅

𝟎
 𝒅𝒙 

 

D: ∫ (𝒙 ∙ 𝐬𝐢𝐧 𝒙)
𝝅

𝟐
𝟎

 𝒅𝒙  E: ∫ [
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟐(𝟐𝒙)
]

𝝅

𝟔
𝟎

 𝒅𝒙 F: ∫ (
𝒙

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙
)

𝝅

𝟒
𝟎

 𝒅𝒙 

 

G: ∫ (
𝟏

𝒕𝒈𝟓𝒙 ∙ 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙
)

𝝅

𝟒
𝝅

𝟔

 𝒅𝒙  H: ∫ (
𝟏

𝐜𝐨𝐬 𝒙 ∙ 𝐬𝐢𝐧𝒙
)
𝟐𝝅

𝟑
𝝅

𝟒

 𝒅𝒙 I: ∫ [
𝟑 ∙ 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒙)

𝟐 ∙ 𝐬𝐢𝐧𝒙 − 𝟐 ∙ 𝐜𝐨𝐬 𝒙
]

𝝅

𝟒
𝟎

 𝒅𝒙 

 

J: ∫ (
𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙 + 𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝐬𝐢𝐧𝒙
)

𝝅

𝟒

−
𝝅

𝟐

 𝒅𝒙  K: ∫ [𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒙) + 𝐜𝐨𝐬 𝒙]
𝝅

𝟎
 𝒅𝒙 L: ∫ (𝐜𝐨𝐬 𝒙 ∙ √𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝟑
)

𝝅

𝟐
𝟎

 𝒅𝒙 

 

M: ∫ [𝐜𝐨𝐬(𝟒𝒙)]
𝝅

𝟐
𝝅

𝟒

 𝒅𝒙  N: ∫ (
𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒙)

𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝐬𝐢𝐧𝒙
)

𝝅

𝟐
𝟎

 𝒅𝒙 O: ∫ (𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙)
𝝅

𝟐

−
𝝅

𝟐

 𝒅𝒙 

 
 
 

54. Számítsd ki az alábbi határozott integrálok értékeit! 
 

A: ∫ (
𝒙

√𝟏 + 𝒙𝟐
)

𝟏𝟎𝟏

𝟏𝟎𝟎
 𝒅𝒙  B: ∫ [

𝟑

(𝒙 − 𝟏) ∙ (𝒙 + 𝟒)
]

𝟑

𝟐
 𝒅𝒙 C: ∫ [

𝟏

√(𝒙 − 𝟐)𝟑
𝟓 ]

𝟒

𝟐
 𝒅𝒙 

 
 
 

55. Számítsd ki az alábbi határozott integrálok értékeit! 

 

A: ∫ 𝒆𝒙 𝒅𝒙
𝟑

𝟏
 B: ∫ 𝟐𝒙 𝒅𝒙

𝟐

−𝟐
 C: ∫

𝟏

𝒙
 𝒅𝒙

𝟓

𝟏
  

 

D: ∫ (𝟏 + 𝒆𝒙)
𝟐

−𝟏
 𝒅𝒙 E: ∫ (

𝟏

𝒙
+ 𝒙𝟐)

𝟒

𝟏
 𝒅𝒙 F: ∫ (𝒙 ∙ 𝐥𝐧 𝒙)

𝟓

𝟐
 𝒅𝒙  

 

G: ∫ (𝟑𝒆𝒙)
−𝟏

−𝟐
 𝒅𝒙 H: ∫ (

𝟏

𝒙
)

𝒆

𝟏
 𝒅𝒙 I: ∫ (𝐥𝐧𝒙)

𝒆

𝟏
 𝒅𝒙 

 

J: ∫ (
𝟓

𝒙
)

𝟖

𝟐
 𝒅𝒙  K: ∫ (

𝟐

𝒙 − 𝟑
)

𝟏𝟎

𝟔
 𝒅𝒙 L: ∫ (𝒆−𝒙)

𝟏

−𝟏
 𝒅𝒙 

 

M: ∫ (𝒆𝟓𝒙)
𝟑

𝟐
 𝒅𝒙 N: ∫ (𝒙 ∙ 𝒆𝒙 − 𝟏)

𝟏

𝟎
 𝒅𝒙  O: ∫ (

𝐥𝐧𝒙

𝒙
)

𝒆𝟐

𝒆
 𝒅𝒙  

 

 

 

56. Határozd meg a szignumfüggvény (előjelfüggvény) integráljainak értékeit! 

 

A: ∫ 𝒔𝒈𝒏 𝒙 𝒅𝒙
𝟒

𝟐
  B: ∫ 𝒔𝒈𝒏 𝒙 𝒅𝒙

−𝟑

−𝟒
 C: ∫ 𝒔𝒈𝒏 𝒙 𝒅𝒙

𝟐

−𝟑
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57. Határozd meg az egészrészfüggvény integráljainak értékeit! 
 

A: ∫ [𝒙]
𝟏

𝟎
 𝒅𝒙 B: ∫ [𝒙] 𝒅𝒙

𝟒

𝟐
 C: ∫ [𝒙] 𝒅𝒙

𝟓

𝟎,𝟓
 

 

 

 

58. Határozd meg a törtrészfüggvény integráljainak értékeit! 
 

A: ∫ {𝒙}
𝟏

𝟎
 𝒅𝒙 B: ∫ {𝒙}

𝟑

𝟎
 𝒅𝒙 C: ∫ {𝒙}

𝟑,𝟖

𝟎,𝟓
 𝒅𝒙  

 
 
 

59. Határozd meg a következő függvények integráljainak értékeit! 
 

A:  ∫ |𝒙|
𝟑

−𝟏
 𝒅𝒙 B:  ∫ (𝒙𝟐 − |𝒙|)

𝟐

−𝟑
 𝒅𝒙 C: ∫ (𝟑𝒙𝟐 −

𝟏

𝒙𝟐
+√|𝒙|)

𝟐

−𝟏
 𝒅𝒙 

 
 
 

60. Számítsd ki az ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
𝟑

−𝟏
 értékét, ha 𝒇(𝒙) =

{
 
 

 
 

𝒙,𝒉𝒂 𝒙 ≤ 𝟎

𝐬𝐢𝐧 𝒙 , 𝒉𝒂 𝟎 < 𝒙 <
𝝅

𝟐

𝟐𝒙

𝝅
, 𝒉𝒂 

𝝅

𝟐
≤ 𝒙

 ! 

 
 
 

61. Határozd meg a 𝒌 valós paraméter értékét! 

 

A: ∫ (𝒙𝟐)
𝒌

𝟏
 𝒅𝒙 = 𝟏𝟏𝟒 B: ∫ (𝟑𝒙 − 𝟐)

𝒌

𝟎
 𝒅𝒙 = −

𝟏

𝟐
   

 

C: ∫ (𝒙𝟑 + 𝒙)
𝟔

𝒌
 𝒅𝒙 = 𝟑𝟑𝟔  D: ∫ (𝒙𝟑)

𝒌

𝟎
 𝒅𝒙 = 𝟑𝟐𝟒   

 

E: ∫ (𝟑𝒙𝟐 − 𝟏𝟐𝒙 − 𝟒)
𝒌

−𝟏
 𝒅𝒙 = −𝟐𝟏 F: ∫ (𝟑𝒙 + 𝟐)

𝒌

𝟏
 𝒅𝒙 = 𝟒 

 

 

 

62. Határozd meg a 𝒌 valós paraméter értékét! 
 

A: ∫ (𝟐, 𝟓𝒙𝟐 + 𝒌 ∙ 𝒙)
−𝟏

−𝟒
 𝒅𝒙 = 𝟎, 𝟓  B: ∫ (𝟐𝒙𝟐 − 𝒙)

𝒌

𝟎
 𝒅𝒙 = ∫ (𝟐𝒙𝟐 − 𝟏)

𝒌

𝟏
 𝒅𝒙 

 

C: ∫ (𝟑𝒙𝟐 − 𝟐𝒌 ∙ 𝒙 + 𝟐)
𝟐

𝟏
 𝒅𝒙 = 𝟔  D: ∫ (𝟒𝒙𝟒)

𝟐𝒌

𝒌
 𝒅𝒙 = 𝟕𝟗𝟑, 𝟔  

 

E: ∫ (𝟐𝒙 + 𝒌)
𝒌

𝟏
 𝒅𝒙 = 𝟏𝟒  F: ∫ (𝒌 ∙ 𝒙𝟐 + 𝟓𝒌)

𝟐𝒌

𝒌
 𝒅𝒙 =

𝟏𝟎𝟎

𝟐𝟏
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63. Határozd meg a 𝒌 valós paraméter értékét: ∫ (𝒌 ∙ 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝟐 ∙ 𝐬𝐢𝐧 𝒙)
𝝅

𝟒
𝟎

 𝒅𝒙 = 𝟑 ∙ √𝟐! 

 
 
 
64. Határozd meg a 𝒌 valós paraméter értékét úgy, hogy teljesüljön a következő: 

∫ (−𝟐𝐬𝐢𝐧 𝒙)
𝒌
𝝅

𝟐

 𝒅𝒙 = 𝟏! (𝒌 ∈ [−𝟐𝝅;𝟐𝝅]) 

 
 
 
65. Add meg azt a legkisebb pozitív 𝒌 valós számot, amelyre teljesül a következő: 

∫ (√𝟑 ∙ 𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧𝒙)
𝒌

𝟎
 𝒅𝒙 = 𝟎! 

 
 
 
66. Határozd meg a 𝒌 valós paraméter értékét! 
 

A: ∫ (𝟒𝒙 + 𝟑)
𝟎

𝒌
 𝒅𝒙 < 𝟏  B: ∫ (𝟑𝒙𝟐 − 𝟏)

𝒌

𝟎
 𝒅𝒙 ≥ 𝟎 

 

C: ∫ (−𝟒𝒙𝟑 + 𝟏)
𝟐𝒌

−𝒌
 𝒅𝒙 > 𝟎  D: ∫ (𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙)

𝝅

𝟐
𝒌

 𝒅𝒙 < 𝟏 

 
 
 
67. Az 𝒇(𝒙) olyan harmadfokú függvény, amelyben a harmadfokú tag együtthatójának 

abszolútértéke 𝟏, valamint teljesülnek a következők:  

 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝒇(𝒙) = −∞   𝒇(−𝟐) = 𝒇(𝟎) = 𝟒  ∫ 𝒇(𝒙)
𝟎

−𝟒
 𝒅𝒙 = 𝟏𝟔. 

 

Add meg az 𝒇(𝒙) függvényt, s írd fel az 𝒙𝟎 = −𝟑 abszcisszájú pontjába húzható 

érintőjének egyenletét! 
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