Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Derivalas alkalmazasa: fiiggvények jellemzése

Ha egy fliggvény nem abrazolhato elemi fiiggvények transzformécidjaként, akkor el0szor a
fliggvény nevezetesebb tulajdonséagait vizsgaljuk meg, majd ezek segitségével megprobaljuk
elkésziteni a fliggvény grafikonjat.

TETEL:
Legyen az f fliiggvény az |a; b[ intervallumon differencialhato. Az f fiiggvény akkor és csak
akkor szigorian monoton névekvé |a; b[ - ben, ha barmely x € ]a; b[ pontban f' (x) > 0.

TETEL:
Legyen az f fuggvény az |a; b[ intervallumon differencialhato. Az f fiiggvény akkor és csak
akkor szigorian monoton csokkend |a; b[ - ben, ha barmely x € ]|a; b[ pontban f' (x) < 0.

Megjegyzés:

o Masképpen megfogalmazva: Amennyiben egy intervallum minden pontjaban a
differencialhanyados értéke pozitiv (negativ), akkor a fiiggvény ezen az intervallumon
szigoruan monoton névekvé (csokkeno).

e Ha a definiciokban megengedjiik az egyenldoséget is, akkor monoton novekvo, illetve
monoton csokkend a fiiggveny.

TETEL:

Legyen az f (x) fliggvény differencialhatd az x, pontban és x, pont valamely kdrnyezetében.
Haaz f'(xo) = 0 és f' (x) fiiggvény az x, pontban eldjelet valt, akkor az f fiiggvénynek az
Xo pontban lokalis (helyi) szélséértéke van.

Megjegyzés:

e Ha f'(xy) = 0, akkor az érintd vizszintes helyzetii.

e Ha egy fiiggvény az értelmezési tartomany valamely helyén nem differencialhato, akkor még
ott lehet szélsoértéke.

e Ha negativbol pozitivba valt a derivalt fiiggvény eldjele, vagyis x < xy esetén f'(x) < 0 és
x > xo esetén f'(x) > 0, akkor f — nek lokdlis (helyi) minimuma van az x, pontban.

e Ha pozitivbol negativba valt a derivalt fiiggvény eldjele, vagyis x < xy esetén f'(x) > 0 és
x > xg esetén f'(x) < 0, akkor f — nek lokdlis (helyi) maximuma van az x, pontban.
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DEFINICIO: (Masodik derivalt)
Ha az f (x) fiiggvény értelmezési tartomanyanak x, pontjaban kétszer derivalhatd, akkor a
derivalt fliggvény derivaltjat masodik derivalt fliggvénynek nevezziik. Jele: f''(x,).

TETEL:
Legyen az f (x) kétszer differencialhaté x, — ban. Ha f'(x,) =0 és f''(x,) > 0, akkor
f —nek lokalis minimuma van az x, — ban.

TETEL:
Legyen az f (x) kétszer differencialhatdo x, — ban. Ha f'(xy) =0 és f""(x,) < 0, akkor
f —nek lokalis maximuma van az x, — ban.

TETEL:
Legyen az f (x) fliggvény kétszer differencialhatd az |a; b[ intervallumban. Az f pontosan
akkor konvex az ]a; b[ intervallumban, ha " (x) > 0 teljesiil minden x € ]a; b[ esetén.

TETEL:
Legyen az f (x) fliggvény kétszer differencialhatd az |a; b[ intervallumban. Az f pontosan
akkor konkav az |a; b[ intervallumban, ha f"'(x) < 0 teljesiil minden x € ]a; b[ esetén.

TETEL:

Legyen az f (x) fliiggvény kétszer differencialhatd az x, pontban és x, pont valamely
kornyezetében. Ha f" (x,) = 0 és az f"'(x) az x, — ban eldjelet valt, akkor az x, pontban az
f fiiggvénynek inflexios pontja van.

Megjegyzés:

e Ha f'(xy) =0, de létezik x, — nak olyan kérnyezete, ahol f'(x) azonos eldjelii, akkor
f —nek inflexios pontja van az x, helyen.

o A fiiggvénygdrbe azon pontjat, ahol konvexbdl konkavba (vagy forditva) megy dt, azaz ahol
a gorbéhez huzott érinto belemetsz a gorbébe, inflexios (athajlasi) pontnak nevezziik.

TETEL:

Legyen az f (x) figgvény haromszor differencialhatdo az x, pontban és x, pont valamely
kornyezetében. Ha f'" (xy) =0 és az f""'(x) # 0, akkor az x, pontban az f fliggvénynek
inflexids pontja van.

Alkalmazés:

Ha egy test egyenes vonali mozgast végez, akkor a sebesség az Uit id6 szerinti derivaltja, illetve
a gyorsulds a sebesség 1d6 szerinti derivaltja és az ut id0 szerinti mdasodik derivaltja.
Jelolés: v (t) = s'(t);a (t) = v'(t) = s"(b).
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Gyvakorlo feladatok

1. Allapitsd meg a fiiggvények novekedési viszonyait a derivalt fiiggvények ismeretében!

f'(x) = 5x — 2x? g (x)=x*-3x*+2
2. Valaszd ki az alabbi R — R fiiggvények koziil azt, amelyik szigoriian monoton fogya!
f(x) =x3—5x g(x) =x3+5x

h(x) = —x3 — 5x i(x) = —x3+5x

3. Hatarozd meg derivaltak segitségével az adott fiiggvények monotonitasi viszonyait!

f(x)=—-x*+3x+4 g(x) = x3 — 6x* — 36x
h(x) =2x3+x*—-4x-5 i(x) = lf

. 2x -1 -

jx) = — k(x) = x+ sinx

4. Hatarozd meg derivaltak segitségével az adott fiiggvények monotonitasi viszonyait!

fx)=x3—4x*+6x—-3 g(x) = x7 +3x% + x°
o1

h(x) =5x—-10 i) =5——

j(x)=x+% k(x)=tgx+ctgx
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5. Derivaltak segitségével dontsd el, hogy az alabbi fiiggvények milyenek novekedés
tekintetében?

f(x)=—-8x+2 x €]-1;3[
g(x)=1,001x—-3 X € |—o0; 5]

h(x) =3x*+1 x € [0;2]
i(x)=—x*+2x+5 x € [-5;2]

jx) = x3 + x? x € [-3;-2]u[0;2]
k(x)=—x3—-3x>+4x+5 x €]0;1[

6. Derivaltak segitségével dontsd el, hogy az alabbi fiiggvények milyenek novekedés
tekintetében?

fO =542 x €]-00; 0]
9x) == x € ]—c0; 0]
h(x) =Vx2 +3x+2 x € [-2;2]
i(x)=VYx+3Vx-3 x € ]—o0; +0[
j(x) = sin(3x) x € [g 5?"]
k(x) =tg (x-3) x € ]-m;0]

3
7. lgazold, hogy az f:R- R;x+— x? —x%+2x —% fiiggvény szigortian monoton
novekvo!

8. Vizsgald meg szélséérték szempontjabol a kovetkezo fiiggvényeket!

f(x) =x3—4x g(x)=2x*-10x+5
_1.3_ 3 2 R

h(x)—sx > X +2x+1 l(x)—sz_x

N ad a3 _x

jix) =x*—2x k(x) =—Z—+

4



9.

10

11.

12.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Hatarozd meg az alabbi fiiggvények helyi szélsoértékeit!

x) =3x“—4x+ x)=x"—-3x"+2x+
(x) = 3x% —4x + 2 gx) =x*—3x* +2x + 1
h()_ 7 .5 .()_x5—4x3+3x

x)=x"—x i(xX) =—0F—F—
N1 4 4.3 2 — 6
](x)—4x 35X +2x°“+1 k(x)—x+xZ
. Hol és milyen helyi szélséértéke van az alabbi fiiggvényeknek?

x)=x>+1,5x“—6x+ X) =Ccosx —Xx

() =x*+1,52 —6x+1 g(x)
h(x)=—%x3+2x2—x+1 i(x) =sinx-cosx

. X -
](Jr)—x2+1 k(x) =2-sinx —cosx

Add meg a kovetkezé fiiggvények legkisebb és legnagyobb értékét! Milyen x esetén
veszik fel ezeket az értékeket a fiiggvények?

f(x):ﬁ gx) = x*-€*

h(x) = In(sinx) ix)=Vx—-2++V/3—x

Derivalas segitségével dontsd el, lehet — e széls6értéke az alabbi fiiggvényeknek az
adott pontokban!

f(x)=x*-2x+3 x1=1 x,=10
gx)=—x*+6x+3 x1=1 x,=3

h(x) = 2x3 + 15x* — 84x + 106 X1=-7 x,=2

i(x) = 5x° +18x> — 22,5x* — 90x3 + 30x% + 180x + 13 x1=—-1  x,=V2 x3=17

j(x) =0,25x* — 2x% +5,5x% —6x + 7,2 x1=-1 x,=1 X3 =2 x,=3

k(x) = —tg (x*) x=0



13.

14.

15.

16.

17.

18.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Hatarozd meg a fiiggvények szélséértékeit az adott intervallumokon!

f(x) = x3 — 6x* —36x x € [-10;10]
g(x) = x3 —25x X € [—6; 6]
h(x) = 2x% — 2x3 x € [0;1]
i(x) =x3-2x x € [-2;1]

Hatarozd meg a fiiggvények szélsoértékeit az adott intervallumokon!
1 T 2
f(x)—g-cos(4x+§) xE]O,?

g(x) = sin*x + cos*x XE [0;;[

x*t—10x2 +9

Vannak - e lokalis és abszolit szélséértékei az f:(R\Z) —» R;x — T

fiiggvénynek?

A masodik derivalt segitségével igazold, hogy az f(x) = x-e* fiiggvénynek az
xo = —1 helyen helyi minimuma van!

2 _
Milyen értéket kell adnunk m — nek ahhoz, hogy az f(x) = %

legyen lokalis szélsoértéke? (f — et a valés szamhalmaz leheté legbévebb
részhalmazan értelmezziik.)

filggvénynek ne

Vizsgald meg monotonitas és szélsoérték szempontjabol a kovetkezo fiiggvényeket!

f(x) =4x*—-6x—7 gx)=x3-6x*+7
h(x) = x*—10x2+9 i(x)=x4—’2—c+§
5 3
j(x) =5x*—6x3+3x*+2 k(x)=%—%+100x—§
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Hatarozd meg a kovetkezo fiiggvények monotonitasi viszonyait és szélséértékeit!

f(x) = x3 — x? gx)=x3—4x*+3x+2
h(x) =x*-5x*>+4 i(x) =x*—2x3
j(x) = In(cos x) k(x) =x-e*

Vizsgald meg monotonitas és szélséérték szempontjabol a kovetkezo fiiggvényt:
3
f(x) =%+x2 —3x—5,hax e [-2;2]!

Jellemezd az f:[—4;2] - R, f(x) = —2x3 — 3x% + 12x + 7 fiiggvényt novekedési
viszonyai és szélsdértékei szempontjabol!

Allapitsd meg az f fiiggvény novekedési viszonyait és lokalis szélséértékhelyeit, ha
f:R - R;x— x3 — 2x2!

Hatiarozd meg az f:R - R;x — 3x% — 45x fiiggvény novekedési viszonyait és
értékkészletét!

Allapitsd meg az f:[0; +oo[ - R; x — 12 — 5x — x? fiiggvény novekedési viszonyait
és értékkészletét!

Dontsd el, hogy inflexids pontja van - e az alabbi fiiggvényeknek az adott helyen!

f(x) =12x*-5x+3 X, =4
gx)=x3+3x*—4x+1 x,=-1
h(x) = x10 — x® x;=0 xzzg. g
5 _ 3
i(x) == ox x1=—2 x;=0 x3=1

X



26.

27.

28.

29.

30.

31.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Vizsgald meg inflexiés pont szempontjabdl a kovetkezo fiiggvényeket!

f(x) =sinx g(x) = cosx h(x) =tgx i(x)=ctgx

Vizsgald meg harmadik derivalt segitségével, hol lehet inflexios pontja az alabbi
fiiggvényeknek?

fx)=x*—x*—x-1 gx) =x*—4x* +x h(x) = x2 - &*

Mely pontokban van inflexiés pontja az f: R —» R; x +— sin®x fiiggvénynek?

Vizsgald meg a kovetkezo fiiggvényeket konvexitas szempontjabol! Hatarozd meg az
inflexios pontokat!

f(x) = x* — 8x3 + 24x* — 10x gx)=3x3+5x%+1
h(x) = 4x3 —10x*> — 5x + 2 i(x) = x* — 3x?
jx) =x>+5x+4 k(x) = —x*+3x3+12x%2 +V/5-x—2

Vizsgald meg a kovetkezo fiiggvényeket konvexitas szempontjabol! Hatarozd meg az
inflexios pontokat!

f(x)=§x4+2x2—x+1 gx)=x3—6x*+6x+2
_ .3 ) = X xS
h(x) = x" - 4x i) =5%1t%""%
3
j(x)=%—2x2—5x—1r k(x)=%x5+%x4+%x3+0,5

Vizsgald meg a kovetkezo fiiggvényeket konvexitas szempontjabol! Hatarozd meg az
inflexios pontokat!

f(x)=4x3-3x>+5x—6 gx)=x*—2x3—3x* —4x+2
h(x) = —cos*x i(x) =2-sinx+3-cosx
jx)=x-¢€* k(x) =x-lnx —x3
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Jellemezd a kovetkezé fiiggvényeket monotonitas, szélsoértékek, konvexitas és
inflexios pont szempontjabol!

f(x) = —x3+9x%2 —15x + 7

IS

3
g(x) =%—%+2x2—7

h(x) =§x3 —2x2-5x+4

Vizsgald meg a kovetkezo fiiggvényeket monotonitas, szélsoérték, konvexitas és
inflexios pont szempontjabol az adott intervallumokon!

f(x)=§x3—%x2—2x+1 x € [—2;4]
gx)=—x*+4x+2 x € [-1;2]
h(x)=-x3+x*+3x+1 x € [-1;2]
i(x)=x*-3x3+2 x € [-1; 3]

Jellemezd az f:[0,2m] — R; f(x) = sinx fiiggvényt monotonitas, szélsdértékek,
konvexitas és inflexios pont szempontjabol!

Igazold, hogy minden R — R harmadfoku polinomfiiggvénynek van inflexiés pontja!

Hatarozd meg az a,b,c,d értékeket, ha az f(x)=a-x3+b-x*+c-x+d
fiiggvényrol a kovetkezot tudjuk:

« f(0)=8
« f()=4
o f'(-1) =42

o Inflexios pontja van x = 0,4 helyen!
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37. Lehet - e a piros fiiggvény a kék fiiggvény derivaltja?
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38. Lehet - e a piros fiiggvény a kék fiiggvény masodik derivaltja?

_1_
A B
2.
2.
. U A‘- /7<
T am = ™2 0 T i 2 2
_1-
_2- _
C D 2
74
5 54
5 4.
4 4
3q
3.
2q
2.
\ 1
| \
0 i -4 . ] -2 1 0 1 2
-1 0 1 3 4 5
_| h
_1 2q\
E F 1

11



1)

()

©)

(4)

()

(6)

(7)

(8)

(9)

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Felhasznalt irodalom

Hajdu Sandor; 2004.; Matematika 11.; Miiszaki Konyvkiado; Budapest

Hajdu Sandor; 2005.; Matematika 12.; Miiszaki Kényvkiad6; Budapest

Schlegl Istvan; 2015.; Sokszinii matematika - Az analizis elemei; Mozaik Kiado; Szeged

Trembeczki Csaba; 2016.; Sokszinii matematika feladatgy(ijtemény - Az analizis elemei;
Mozaik Kiado; Szeged

Dr. Abraham Istvan; 2005.; Analizis 1.; Mozaik Kiado; Szeged

Dr. Abraham Istvan; 2005.; Analizis 3. feladatgytijtemény; Mozaik Kiado; Szeged

Abraham Gabor; 2010.; Matematika 11 — 12 emelt szint; Maxim Konyvkiadé; Szeged

Koranyi  Erzsébet; 1998.; Osszefoglald  feladatgyiijtemény  matematikabol;
Nemzeti Tankonyvkiado; Budapest

Ruff Janos; 2012.; Erettségi feladatgylijtemény matematikabol 11 — 12. évfolyam;
Maxim Kiad6; Szeged

(10) Frohlich Lajos; 2006.; Alaposszefiiggések matematikabol — emelt szint; Maxim Kiado; Szeged

(11) https://users.itk.ppke.hu/itk_dekani/files/matematika/list.html

(12) Sajat anyagok

12


https://users.itk.ppke.hu/itk_dekani/files/matematika/list.html

