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Figgvények folytonossaga

DEFINICIO: (Pontbeli folytonossag)

Legyen az f valos fliggvény értelmezve az x, pontban és annak egy kornyezetében. Akkor
mondjuk, hogy az f fliggvény folytonos az x, helyen, ha barmely € > 0 szdmhoz van olyan
£ — 0l fliggd & > 0, hogy ha x € Df és |x — x| < &, akkor |f(x) — f(xo)| < e.

Megjegyzés:

e Legyen az f fiiggvény értelmezve az x, pontban és annak egy kornyezetében. AL f fiiggvényt
az x, pontban folytonosnak nevezziik, ha barmely olyan (x,) sorozatra, melynek tagjai az
f értelmezési tartomanydba tartoznak, és x, = xo, akkor f (x,) = f(x,).

o Az f fiiggvény az értelmezési tartomanydnak egy x, pontjaban folytonos, ha a fiiggvény
értelmezve van x, — ban és annak valamely kérnyezetében, tovabba létezik f — nek az
xo helyen A hatarértéke és az éppen megegyezik az x, pontban felvett fiiggvényértékkel,

vagyis f (xy) = A.

e Haegy x, pontban nincs értelmezve a fiiggvény, vagy ha értelmezve van és ebben a pontban
a hatarérték A, de a pontbeli fiiggvényérték nem egyezik meg a hatdrértékkel, vagyis
f (xo) # A, akkor a fiiggvénynek szakaddsa van ezen a helyen.

o Egy fiiggvényt egy adott intervallumon folytonosnak neveziink, ha az intervallum minden
pontjaban folytonos.

e Ha egy adott pontban a fiiggvénynek nincs hatarértéke, akkor ott nem lehet folytonos.
o Szemléletesen: Az y = f(x,) egyvenes koriil barmilyen € > 0 esetén kijelolve az
y=f(xg)+eésy=f(xy) — € savot, megadhato az x, helynek olyan (x, — §;x, + &)

kornyezete, hogy ha x értékeket innen vessziik, akkor az y = f(x) fiiggvény grafikonjinak
minden pontja az adott sav belsejébe esik.

DEFINICIO: (Folytonos fiiggvény)
Egy f fiiggvényt folytonosnak neveziink, ha értelmezési tartomanyanak barmely pontjaban
folytonos.

TETEL:
A kovetkezd fliggvények a teljes értelmezési tartomanyukon folytonosak:

1. Polinomfiiggvények és azok hanyadosai; f (x) = ap " X" + dp_q X" 1+ -+ a; - x + a
2. Trigonometrikus alapfiiggvények

3. Exponencialis és logaritmus fliggvények
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Példa:
Tekintsiik az f(x) =

x% -4
2x + 4

fliggvényt.

Az f(x) fuggvény nem folytonos, mert nincs értelmezve az x = —2 helyen.

(x-2)-(x+2) 1

Az abrazolashoz alakitsuk at a hozzarendelési szabalyat: f(x) = ora "X 1.

x% -4
Lhax = —2
2x + 4

Tekintsiik a g(x) = fliggvényt.
—2,hax =-2

Ekkor a g(x) fiiggvény mar folytonos lesz, mert minden pontjaban megegyezik a felvett
fliggvényérték a pontbeli hatarértékkel.
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x2 -4
,hax + =2
2x + 4

Tekintsiik a h(x) = fiiggvényt.
1,hax =—-2

Ekkor a h(x) fliiggvény nem folytonos, mert az x = —2 helyen a felvett fliggvényérték nem
egyezik meg a pontbeli hatarértékkel.

TETEL:
Ha az f (x) és g (x) fiiggvények folytonosak x, - ban, akkor f(x) + g(x); f(x) — g(x);

f(x)- g(x);% (g (xg) # 0);¢c- f(x) (c € R) fiiggvények is folytonosak x, - ban.

TETEL:

Haah (x) = f(x) o g(x) = f(g(x)) sszetett fiiggvény olyan, hogy a g (x) belsd fiiggvény
folytonos az x, helyen, az f (x) kiils6 fliggvény pedig folytonos a g (x,) helyen, akkor h (x)
folytonos az x, helyen.

TETEL:

Legyen f (x) egy zart [a; b] intervallumon értelmezett folytonos fliggvény. Ekkor f — nek
létezik minimuma és maximuma [a; b] — n, vagyis f korlatos, tovabba f az [a; b] minden f (a)
¢és [ (b) kozotti értéket felvesz.
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Gyvakorlo feladatok

. Adj meg olyan fiiggvényt, amelynek van hatarértéke az x, = 3 helyen, de ott nem
folytonos!

. Adj meg olyan fiiggvényt, amely mindeniitt értelmezve van, de az x, = 1 helyen nem
folytonos!

. Tudjuk, hogy az f:R — R fiiggvénynek mindeniitt létezik véges hatarértéke.
Igaz - e, hogy az f folytonos fiiggvény?

. Bizonyitsd be, hogy az f(x) = % fiiggvény folytonos az x, = 4 pontban!

. Hol folytonos és hol van szakadasa az egészrész -, illetve a tortrész fiiggvénynek?

. Van - e szakadasa az alabbi fiiggvényeknek?
fFRoRx—x?-1 gN-oZx—x2-1
x* —1,ha x € R\{-5;0; 5}

h:R\{5} > R;x — x* -1 i:R- R x+—
—1,ha x € {-5;0;5}

. Folytonosok — e az alabbi fiiggvények?

x,hax+2 1, haxeQ
B:gx) = C:h(x) =
5 hax =2 0,hax e R\ Q

x - (x—-2)
x—2

A f(x) =

. Folytonosak - e az alabbi fiiggvények?

i,hax;t 0

A: fiR\{0} - R; x — — B: g: R\{0} - R;x — {

x|

Ohax=0
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9. Folytonosak - e az alabbi fiiggvények?

2 .2
9_’;,hax¢3 %,haxi—S
A fR->Rx— B:gR->Rx—
0,hax =3 6,hax = -3
10. Folytonosak - e az alabbi fiiggvények?
f 3—-x
——,hax <-4
3—x 9-x
Q_—Z,haxi+3
A f:R > R;x — B:g:]R—>R;xl—><93—_’;2’ha_4<x<3
=, hax =13

\ 6,hax >3

11. Hol folytonos az alabbi fiiggvény?
x* —6x+ 8 hax € R\Z

f(x) =
3, hax€eZ

12. Hol folytonos az alabbi fiiggvény?
x*—3x+4,hax € R\Z

f(x) =
2,hax e’

13. Melyik pontokban folytonos a kivetkezo fiiggvény?

x% — 49

x2+7x,hax € R\{-7; 0}
fx) = 2,hax=-7

k 5,hax=0



Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

14. Melyik pontokban folytonos a kovetkezo fiiggvény?

cosx,haxE]R\{k-g,kEZ}

f(x) =
%,haxe{k-g,kez}

15. Folytonosak — e az alabbi fiiggvények a megadott pontban?

A: f(x) = f:ll xo=1
B: g(x) = sgn x* X0=0
C: h(x) = 3x*+4x* —6x + 2 xo=1
D:i(x) = [3x+10] Xo=—3

16. Folytonosak — e az alabbi fiiggvények a megadott pontban?

2

A:f(x)zx_3+1 Xg =2
. x+1
B: g(x) == xo=-—1
2 4.
C:h(x) == ::3 6 xXg=-3
D: i(x) = = X0 =0

X

17. Folytonosak — e az alabbi fiiggvények a megadott pontban?

—11,hax = -2
A f(x) = 241 X9 =—2
,hax = -2
x—8
lz—l,haxi 0
B:gx) = xXo=0
Ohax=0
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18. Folytonosak — e az alabbi fiiggvények a megadott pontban?

5-x
=, hax>5

A f(x) = X9 =5
1
—E,haxs 5

Z_9
ad ,hax + 3
x—3

B:gx) = X9 =3
4, hax =3

19. Folytonosak — e az alabbi fiiggvények a megadott pontban?

3 _
x4—_24,hax>4
A f(x) = xXo =4

6-(x—12),hax <4
2x+ 3, hax < -3

B:gx) = Xo = —3
3—x,hax=-3

20. Folytonosak — e az alabbi fiiggvények az x, = —2 helyen?

ei2 x’;—izz,hax;t -2
A f() =5 B:g(x) =
O hax=-2
x%+3
x+2 x+3'hax¢_3
C:h(x) = iy ahol x € R\{—2} D:i(x) =
10,ha x = -3

21. Folytonosak — e az alabbi fiiggvények az x = 2 helyen?

2 2_4
A f(0) =5 B: g(x) ==
-2 N 2_4
C:h(x) = 5—, D:i(x) ===
2 _ -
= hax#2 S hax#2
E:j(x) = F: k(x) =
0,25, hax =2 0,25, hax =2
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22. Folytonosak — e az alabbi fiiggvények az x = a helyeken?

A:f:Z—)]R{;tz;_\/E aE{O;\/EJS}
B:g:RaR;xHﬁtf a € {—V3;V3;3}
C:h:R%R;xH% ac{-1;2;3}
D: i: R\{-2;4} - R; x — S-5%*4 ac{1;,2;4)

x2-2x-8

23. Folytonosak — e az alabbi fiiggvények az x = a helyeken?

O, haxeZ
AlfR->Rx— e 1 aE{—S;O;%}
ad ,ha x € R\Z
x+5
2 _
’;_:,haxqtz
B:g:R—-> R;x+— a€{0;2;10}
V20 —x%2 hax =2
|x|,hax <2
C:h:]R{—>]R{;xl—>{ a€{-1;0;2}
—|x|,ha x> 2
O,haxeQ
D:i:]R{—>[R{;xn—>{ a € {-v2;0;1}
x,hax e Q"

24. Igazold jobb és bal oldali fiiggvényhataréték segitségével, hogy folytonosak a valés
szamokon értelmezett fiiggvények a jelzett pontban! Bizonyitsd be, hogy a g(x)
fiiggvény az x, = 2 helyen nem folytonos!

x,hax <1
A:f(x)={ xo=1
(x—=2)2, hax>1
x% + 2x
T a ,hax ¢ {—2;2}
B:gx) = Xg = —2

1
m,hax € {-2;2}
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. Folytonos — e az x = 0 pontban az alabbi fiiggévny?
Ha nem, akkor megadhaté - e olyan érték a 3 helyett, amelyre mar az?

2
_smxgsx) ,ha x € R\{0}
fx) =
3,hax=0

-1

. Tekintsiikk az f(x) = —
értelmezve x = 1 — ben. Hogyan lehetne Kkiterjeszteni az értelmezési tartomanyat
x =1 —reis ugy, hogy a fiiggvény tovabbra is folytonos maradjon?

fiiggvényt. Ez egy folytonos fiiggvény, amely nincs

Add meg a p valos paraméter értékét ugy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen!

x%,hax <3
[ Ro>Rx—
x+phax>3

Add meg a p valés paraméter értékét ugy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen!

3x—2,hax<5
fo-|

x+phax=>5

Add meg a p valos paraméter értékét ugy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen!

2x—5hax>3
f:]R—>]R;xl—>{
p—x,hax<3

Add meg a p valés paraméter értékét uigy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen!

2x+5 hax<5

-]
p-x+10,hax>5
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Add meg a p valos paraméter értékét ugy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen!

4x —2,hax <5

f(x) =
p-x+phax=5

Add meg a p valés paraméter értékét gy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen!

x3—-2x+2,hax> -1
[ RoRx+
p-x+5hax<-1

Add meg a p valos paraméter értékét ugy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen!

x2—6x+11,hax <2

f(x) =
x+p hax>2

Add meg az a valos paraméter értékét ugy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen!

—(x*+4x+1),hax< -1
fx) =

2x+a hax>—-1

Add meg a p valos paraméter értékét ugy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen!

x% -4
x—2

,hax > 2
fx) =
—x+p hax<?2

Add meg a p valos paraméter értékét ugy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen!

x% -4
xX+2

,hax < -2
fx) =

p—x hax>-2

10
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Add meg az a valos paraméter értékét ugy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen!

x2-3x-4

P— ,hax < —1

fx) =

a-x,hax>-1

Add meg a p valos paraméter értékét ugy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen!

x% - 16
2x+ 8

,hax = —4
fx) =
p,hax=—-4

Add meg a p valos paraméter értékét ugy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen!

2

x“ -4
——.,hax+# -2
x+2

f(x) =
p,hax = -2

Add meg az a valés paraméter értékét vigy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen!

3-1
x—,hax;tl

x—1

fx) =

ahax=1

Add meg a p valos paraméter értékét ugy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen!

3x3 -3

fa =4 "

,hax #1

phax=1

Add meg a p valés paraméter értékét uigy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen!

x+8
2x+4

,hax + -2
fx) =
p,hax = -2

11
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43. Add meg a p valés paraméter értékét agy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen!

2 _
%,hax;t 2
f(x) =
phax =2

44. Add meg a p valoés paraméter értékét ugy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen!

cosx+2,hax<0

f(x)={

—x*+p,hax>0

45. Add meg a p valés paraméter értékét agy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen!

x*+3 hax<1
fX)=<p—xhal<x<3
I
k 2x—4,hax >3

46. Add meg a p valés paraméter értékét ugy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen!
2x2+1,hax<1
f(x)={p—x,hal<x<3

3x—4,ha3 <x

47. Add meg az a; b paraméter értékét gy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen!

2
x“—a-x+5
——,hax#5

x—5

f(x) =
b,hax =5

12
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Add meg az a; b paraméter értékét ugy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen!

x*-3x-4

v ,hax = —1

fx) =
a'x+bhax=-1

Add meg az a; b paraméter értékét ugy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen!

2
x*+a-x+3
—,haxqt 3

x—-3

f(x) =
b,hax =3

Add meg az a; b paraméter értékét ugy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen!

3x—7,hax <5
f(x)={

a-x+bhax=5

Add meg az a; b paraméter értékét ugy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen!

2x—5hax>3
f(x)={

a-x+b hax<3

Add meg az a; b paraméter értékét ugy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen!

3x—5hax<5
f(x)={

a-x+bhax>5

Add meg az a; b paraméter értékét ugy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen!
x?,hax <3

f(x) ={

ax+b hax>3

13
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54. Add meg az a; b paraméter értékét ugy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen!
x2—-3x—2,hax<5

f(x) =

a-x+bhax=5

55. Add meg az a; b paraméter értékét ugy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen!
—(x*+4x+1),hax < -1
fx) =

x>4+ax+bhax>-1

56. Add meg az a; b paraméter értékét ugy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen!
( —(x*+4x+1),hax < -1
fxX)=<x*4+a-x+bha—-1<x<2

L —x24+6x—3,hax>2
57. Add meg az a; b paraméter értékét ugy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen!
x2+3 hax<1
fx)=<Xa-x+bhal<x<3
|
k 2x —4,hax >3
58. Add meg az a; b paraméter értékét ugy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen!
2x2+1,hax<1
f(x)=<a-x+bhal<x<3
|
k 3x—4,ha3 <x

14
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59. Add meg az a; b paraméter értékét ugy, hogy az alabbi fiiggvény folytonos legyen!
( 2x2+3,hax<1
fxX)=<b—a-x,hal<x<3

2x—4,ha3 < x

60. Hatarozd meg az A értékét ugy, hogy az f fiiggvénynek az x = 2 helyen ne legyen
szakadasi helye!

x> -5x+6
m,hax S ]R\{Z, 8}
f(x):é 15,hax = 8
A hax =2

61. Add meg a b paraméter értékét ugy, hogy a fiiggvény folytonos legyen az x, = b és
x1 = —b helyeken!

x-sgnx,hal|x|<b

0|

3, kiilonben

15
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