Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéziuma)

Fuggvények hatarértéke

DEFINICIO: (Torlédasi pont)
Akkor mondjuk, hogy egy halmaznak az x, torlodasi pontja, ha az x, barmely kérnyezetében
van a halmaznak legaldbb egy x, — t6l kiillonboz6 eleme.

DEFINICIO: (Osszetett fiiggvény)
Ha az értékkészlet elemeihez, mint értelmezési tartomanyhoz egy ujabb egyértelmi
hozzarendelést adunk meg, akkor dsszetett (kozvetett) fliggvényrol beszéliink.

Jele: f (9(x)), f o g.

Megjegyzés:

pedig belsé fiiggvénynek nevezziik.

o Az Osszetett fliggvények esetén altaldban g o f # f o g.

DEFINICIO: (Végesben vett véges hatarérték)

Cauchy: Legyen az f fiiggvény az x, pont valamely kornyezetében értelmezve, kivéve ebbdl
esetleg az x, pontot. Az f fiiggvénynek az x, pontbeli hatarértéke A € R, ha barmely € > 0
szamhoz 1étezik az x, - nak olyan § > 0 sugara kornyezete, hogy ha 0 < |x — x,| < &, ahol
x € Dy és x # xg, akkor |f (x) — A| < e. Jelolés: lim f(x) = A
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Megjegyzés:

o Személetesen: Amennyiben tetszélegesen kozel keriiliink az értelmezési tartomdny x
helyéhez, akkor a megfeleld fiiggvényértékek tetszélegesen kozel keriilnek az A szamhoz.
Masképpen megfogalmazva: Az y = A egyenes koriil barmilyen € > 0 esetén kijelolve az
y=A+¢és y=A— ¢ sivot, megadhaté az x, hely olyan |x, — &; xo + 8| kornyezete,
hogyhax, — 6 < x < xo, + &, akkor az y = f(x) fiiggvény grafikonjanak minden pontja az
adott sav belsejébe esik, azaz A — e < f(x) < A+ ¢.

e Ha a definicioban kikotjiik, hogy x < x,, akkor bal oldali hatarértékrol, ha pedig x, < x,
akkor jobb oldali hatarértékrél beszéliink. Egy fiiggvénynek akkor létezik egy adott
pontjaban hatarértéke, ha mindkét oldali hatarértéke létezik, s azok megegyeznek.

o AZ|x —xy| < & jelentése: az x — ek az x, egy Kicsiny & sugarii kérnyezetébdl valok, azaz
akdarhogyan vdlasztunk is ki értékeket az x, — nak a & sugaru kérnyezetébdl, ezeknek a
pontoknak az x, — tdl valo tavolsdga mindig kisebb lesz § — ndl.

o Az |f (x) —A| < € jelentése: az x, — nak a § sugaru kornyezetébdl vett x - ekre a
helyettesitési értékek az A — hoz olyan kozel esnek, hogy az A — tol vett tavolsaguk kisebb
lesz, mint .

o A hatarérték létezését az x hely kérnyezetében felvett fiiggvényértékek viselkedése donti el,
igy ebben a pontban nem feltétlen kell értelmezve lennie a fiiggvénynek.

e [Ez a definicio elsésorban nem arra szolgal, hogy ezzel keressiik meg a hatarértéket, hanem
arra, hogy bebizonyitsuk, az adott hatarérték valoban hatarérték.

o A hatarérték megallapitasahoz olyan atalakitasokat kell végezniink a kifejezéseken, hogy a
kapott fiiggvény hatarértéke mdr konnyen meghatdrozhato legyen, vagyis ki kell
kiiszobolniink azokat a pontokat, ahol nincs értelmezve a fiiggvény.

e Heine — féle definicio: Legyen az f fiiggvény az x, pont valamely kornyezetében értelmezve,
kivéve ebbdl esetleg az x, pontot. Az f fiiggvenynek az x helyen létezik hatarértéke és az A,
ha barmely olyan (x,) sorozat esetén, melynek minden tagja eleme az f értelmezési
tartomdanydnak és x, tart xo —hoz (x,, # x,), akkor a fiiggvényértékek f (x,,) szamsorozata
A —hoz tart.

DEFINICIO: (Végesben vett +oo hatarérték)

Legyen f valos fiiggvény értelmezve egy x, pont valamely kdrnyezetében, kivéve ebbdl esetleg
az x, pontot. Akkor mondjuk, hogy az f fliggvénynek az x, helyen hatarértéke +oo, ha
tetszOleges K > 0 kiiszobszamhoz talalhato olyan § > 0 szam, hogy f(x) > K, ha

|x — xo| < 6 és x # xy. Jelolés: lim f (x) = +o
XX

Megjegyzés:

Legyen az f fiiggveny az x, pont valamely kérnyezetében értelmezve, kivéve ebbdl esetleg az
Xo pontot. Az f fiiggvénynek az x, helyen létezik hatdrértéke és az +oo, ha barmely olyan (x,)
sorozat esetéen, melynek minden tagja eleme az f értelmezési tartomanyanak és
Xn = Xo (X, # xg), akkor f (x,) = +oo.
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DEFINICIO: (Végesben vett —oo hatarérték)

Legyen f valos fiiggvény értelmezve egy x, pont valamely kdrnyezetében, kivéve ebbdl esetleg
az x, pontot. Akkor mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az x, helyen hatarértéke —oo, ha
tetszOleges K < 0 kiiszobszamhoz talalhato olyan & > 0 szam, hogy f(x) <K, ha

|x — xo| < 6 ésx # xy. Jelolés: lim f (x) = —o0
X—Xg
Megjegyzés:

Legyen az f fiiggvény az x, pont valamely kornyezetében értelmezve, kivéve ebbdl esetleg az
Xo pontot. Az f fiiggvénynek az x, helyen létezik hatdrértéke és az —oo, ha barmely olyan (x,)
sorozat esetén, melynek minden tagja eleme az f értelmezési tartomdnyanak és
Xn = X9 (xn # Xg), akkor f (x,) » —oo.

DEFINICIO: (+ - ben vett véges hatarérték)

Legyen f olyan valos fliggvény, amelynek az értelmezési tartomanya feliilr6l nem korlatos
szamhalmaz. Ha van olyan A € R, hogy tetsz6legesen megvalasztott € > 0 szamhoz van olyan
K € R kiiszobszam, amelyre |f (x) — Al <&, hax > K és x € Dy, akkor azt mondjuk, hogy
az f —nek a +oo - ben vett hatarértéke az A szam. Jelolés: xl_i)lpoo fx)=4

/'

ATl — — — - \ __N

Megjegyzés:

o Szemléletesen: Amennyiben a vdltozé x értékét egyre jobban néveljiik, vagyis tart a
végtelenhez, akkor a fiiggvényértékek az A egyre kisebb sugaru kornyezetébe keriilnek,
vagyis f (x) tart (kozelebb keriil) az A —hoz. Mdsképpen megfogalmazva: Az y = A egyenes
koriil barmilyen € > 0 esetén kijelolve az y = A+ € és y = A — € savot, talalhato olyan
€ —tol fiiggo K szam, hogy a fiiggvény grafikonjanak minden pontja az adott sav belsejébe
esik, hax > K.

e Legyen f olyan valos fiiggvény, amelynek az értelmezési tartomanya feliilrol nem korlatos
szamhalmaz. Az f fiiggvénynek akkor és csak akkor van a +o - ben hatarértéke és ez A, ha
barmely (x,,) sorozat esetén, melynek minden tagja eleme az f értelmezési tartomanyanak
és x, — +oo, akkor f (x,) — A.
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DEFINICIO: (—oo - ben vett véges hatarérték)

Legyen f olyan valos fiiggvény, amelynek az értelmezési tartoméanya alulrol nem korlatos
szamhalmaz. Ha van olyan A € R, hogy tetszdlegesen megvalasztott € > 0 — hoz van olyan
K € R kiisz6bszam, amelyre |f (x) — A| <&, hax < K és x € Dy, akkor azt mondjuk, hogy
az f —nek a —oo - ben vett hatarértéke az A szam. Jelolés: xl_i)moo fx)=A4A

\

Megjegyzés:

o Szemléletesen: Amennyiben a vdltozo x értékét egyre jobban csokkentjiik, vagyis tart a
vegtelenhez, akkor a fiiggvényértékek az A egyre kisebb sugaru kornyezetébe keriilnek,
vagyis f (x) tart (kézelebb keriil) az A —hoz. Masképpen megfogalmazva: Az y = A egyenes
koriil barmilyen € > 0 esetén kijelolve az y = A+ ¢ és y = A — € savot, talalhato olyan
€ — 1ol fiiggo k szam, hogy a fiiggveny grafikonjanak minden pontja az adott sav belsejébe
esik, hax < k.

e Legyen f olyan valos fiiggvény, amelynek az értelmezési tartomanya alulrol nem korlatos
szamhalmaz. Az f fiiggvénynek akkor és csak akkor van a —oo - ben hatarértéke és ez A, ha
barmely (x,,) sorozat esetén, melynek minden tagja eleme az f értelmezési tartomdanydanak
és x, = —oo, akkor f (x,) — A.

DEFINICIO: (+o - ben vett +co hatarérték)

Legyen f olyan valos fiiggvény, amelynek az értelmezési tartomanya feliilr6l nem korlatos
szamhalmaz. Akkor mondjuk, hogy az f fiiggvénynek +oco - ben a hatarértéke +oo, ha
tetszOleges N € R — hoz talalhato olyan K € R kiiszobszam, hogy f(x) > N, ha x > K ¢és
x € Dy. Jele: xl_iffloof (x) =+

DEFINICIO: (+o - ben vett —co hatarérték)

Legyen f olyan valos fliggvény, amelynek az értelmezési tartomanya feliilr6l nem korlatos
szamhalmaz. Akkor mondjuk, hogy az f fliggvénynek +oco - ben a hatarértéke —oo, ha
tetszéleges N € R — hoz talalhatd olyan K € R kiiszobszam, hogy f(x) < N, ha x > K és
x € Dy. Jele: xl_i)rpoof (x) = —
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DEFINICIO: (—oo - ben vett +oo hatarérték)

Legyen f olyan valos fiiggvény, amelynek az értelmezési tartoméanya alulrol nem korlatos
szamhalmaz. Akkor mondjuk, hogy az f fiiggvénynek —oco - ben a hatarértéke +oo, ha
tetsz6leges N € R — hoz talalhato olyan K € R kiiszobszam, hogy f(x) > N, ha x < K és
x € Dy. Jele: xl_i)r_noof (x) =+

DEFINICIO: (—oo - ben vett —co hatarérték)

Legyen f olyan valos fiiggvény, amelynek az értelmezési tartoméanya alulrol nem korlatos
szamhalmaz. Akkor mondjuk, hogy az f fiiggvénynek —oo - ben a hatarértéke —oo, ha
tetsz6leges N € R — hoz talalhato olyan K € R kiiszobszam, hogy f(x) < N, ha x < K és
x € Dy. Jele: xl_i)r_noof (x) = —o0

TETEL:
Haaz f (x) és g (x) fuggvényeknek x, — ban van véges hatarértéke és lim f (x) = A, illetve
X—Xg
lim g (x) = B, akkor teljesiilnek a kovetkezok:
X—Xg
1 lim[f (x)+g(x)]=A+B
X—Xg
2. lim[f (x)—g(x)]=A—-B
X—Xq
. limc-f(x)=c-lim f(x) =c-A ceER
X—>Xg X—Xg
4. lim[f (x)-g(x)]=A"B
X—>Xg
5. lim L& =2 F(x)£0;B#0

x-x 9 (%) "B

Megjegyzés:

e Ha az A és B nem szdamot jelol, hanem +oo - t, vagy —oo - t, akkor ezek az dsszefiiggések
altalaban nem érvényesek.

o A tétel tobbtagu osszeg és tobbtényezds szorzat esetén is igaz.

Y . 1 , 1. Sinx
e Nevezetes hatarértékek: lim = = 0 és lim— = 1.
xX—too X x-0 X
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Gyvakorlo feladatok

1. Hatarozd meg a kovetkezo hatarértékeket!

A:

x—>+o0 X+ 2

4x* -5x3 +3

D: lim
X—400
G: lim

VZ-x2 -1

3x3 +4x% -7

X—>+00 =5x% +10x2 + 7

J: lim

2x% +3x+2

x—>400 10x2 + 3x

M: lim

3x+1

X=>+00 X — 100

P.

2

T xs402x+1

S: lim

X

X—+00 X2 — 1000

3x3-2

V: lim

x—+oo 1

0x2 +1

4 3
. x*+2x° —x
B: lim ———
X—+ 00 7x4—3x2
4x -3
7 x—>+00 5x+ 6

" xo4002x+7

- 4x?
K: lim o on
x—>+o00 X4 —9x + 20

. 2x+7
N: lim ——
x——00 X+ 3

2
. - 5
Q: lim ¥oxts

x—+o0 2xZ+1

. 2x -3
T: lim
x—>+005x+1

. 2x +7
W: lim 7
x>+ X4 —x+1

2. Hatarozd meg a kovetkezo hatarértékeket!

2
. x“+1
A: lim —;
x—>+0 X
3
. x> -8
D: lim

x—>+00 X —2

. x—3
G: lim 5
x—+00 X4 —9
9 2
. x’ —=7x
J: lim —————
X——002022x11 + x8 — ¢
2x% +2x+7
M: lim ———
xo—co 4x2 —x+9

2x* —7x3 +3x2 —5x+7

P: lim

X—4+ 00

4x — 5x2 — x*

(3x2 -5x+7)-(x2 +x-2)

S: lim
X—+00

. 3
V: lim
X—4 00

(4x - 5)- (x3 - 5x)

x2 - 2x+1

2x+1

123x21 4 x15

B: lim

x——00 x13 —999x6 — 2x — 78

E: lim -
x——o00 X% +3

2x2 -8
T xs—00 X+2

. 3x2 —5x+7
N: lim ——
x—>+o00 4x-—5x

. 1z 8x% —5x+7
Q. lim T2 3
X—>+ 0 4x~ — x

- 1-3x
T: lim ———
x—>+o00 X4 — 2x

W: lim >

xo+00 2x3 +x-1

6

x3 —6x+3

3
C: lim 2
F: lim
l:

L: lim

L: lim

-8
x—>—oco4x +3

X
X—>—00 x2-9x+20

i 7x3 - 12x + 1
X—+00 13x3 +100x2 + 5

x* —7x?

x>—co X3 +3x

. x3-2x%+1
lim a1
xX—+00 x*+1

. 2x%4+500x
lim ————

" xs—00 x%2-107

. 3x2-2x+7
lim ————

" xotoo 4xZ—x+1

x% +2x

" x5+003x2 -5

‘xs4oox+1

. 8x1243x7-6
lim

" x—4009xt —5x12 + x

lim &~
x——00 2x%2 — 32

x?-16
x—+c X+4

. 5x+7
lim

" x—+00 X — 7x2

. 2x2—-15x+13
lim T~ 2.2_.3
xX——00 3x4 —x

5x2 —6x+3

lim

) xX—+00 2x2 +x-1

i 5x2 — 7x
lim ———

" xo+o00 5x3 — 7x2
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3. Hatarozd meg a kovetkezo hatarértékeket!

2 _ 2 _
A: lim Y- 3*4 B: lim (V% + 5 — x) C: lim ¥ 20
x—+00 9x x—+00 x—>+00 Xx+1
D: lim [x- (VA2 + 19— x)] E: lim (V42 +5x—7—2x) F: lim (Va2 +2-x)
x—+00 Xx—+ x—+0o
Jx2 — 3 _ x2
G: lim ¥ -1 H: lim (V2x+1-vx—-1) I lim(x x—x)
x—+00 2x x—+00 x—+00 x+1
. x2 —-5x+7 . —5x+7 Coye VX2 +2x-9
J: xl—lgi-noo 4x K: xl—lgl-noo Vax — 5x2 o xl—l>l—noo 3x-1
. Vx-6 . 3x2 -1 . VxZ+3
M: lim N: lim ———— O: lim
x—>+00+/2x3 +1 x—>+00 /3x% + 5x + 2 x>+  2X
P: li ad - i 2 ~Jx®t4x+7) R: lim 2228
xlli!loo v2x3 +1 Q x>t (\/x +8x+3 \/x Taxt ) x—l>l-|poo v2x3 +1

4. Hatarozd meg a kovetkezoé hatarértékeket!

A: lim (ﬂ)3 B: lim (2"‘1)""7 C: lim X3

x—oo \3x+5 x—+00 \2x -3 x—>—0o0 x* + sin(7x)

D: lim —~ =3 E: lim —2—3_ F: lim [x - cos x]
x——o00 3x2 + sin(3x) x——00 3x3 + cosx x—+00

5. Az alabbiak koziil melyiknek van véges, illetve végtelen hatarértéke?

A: lim Sl és lim
x>+ VX +3 x——oo VX +3
. Vvx+3, - vx+3
B: lim és lim
x—+0o0 X x—>—o 5X

C: lim (Vx2+x—3—Vx2+3x—1)és lim (Vx2+x—3 - Va2 +3x—1)

X—>+00 X—>—00

D: lim (VX2 +8x+3 —Vx2 + 4x + 3) és lim (Vx? + 8x + 3 — Va2 + 4x + 3)

X—>+00 X—>—00

E: lim (Va2 +2x+2 — Va2 —2x+2) és lim (Va2 +2x + 2 — Va2 — 2x + 2)

X—>+00 X—>—00

F: lim (Vx2 — 15 — Va2 — 6x) és lim (Vx% — 15 — V% — 6x)

X—4+ 00 X—>—00

G: lim 0,02% 5% g5 lim 0,02%° 5%

x—+00 X——00
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6. Az alabbiak koziil melyiknek van véges hatarértéke? Add meg ezeket az értékeket!

A: lim (5x—4)  B: lim >=* C: lim (5x —4x)  D: lim 2%
x—+00 x—+oc0 X2 +1 x—+00 x—>+00 X
1 i L . B -
E: xl—l>l-i!loo [.X'] F: xl—ljl-noo [x] G: xl—l>I-Poo (x [X]) H: xl—l>!|-nOO x = [x]
I: lim (sinx) J: lim (cos x) K: lim (tg x) L: lim (ctg x)
X—+0o0 X—+0o0 X—+o0 X—+0o0
M: lim vx N: lim |+ O: lim |x| P: lim —
X—+00 x—>+00 \ X x>+ x—+00 |x]|
1
Q: lim e+ R: lim e/ S: lim e2x +x+5 T: lim ¥ ~2x+3
X—40o0 X—+00 X—+00 X—+0o
xr43x2-x+1
U: lim 5% Vi lim €243 W lim (3) Z: lim e¥*+12
X—>—00 X—>—00 X—>—00 \€ X—>—00
7. Hatarozd meg a kovetkezo hatarértékeket!
A: lim(3x — 2) B: lim —= C:lim—> D: limVx + 4
x-3 x—>5x—4 x—>0x*“—5x+6 x-5
E:lim(x? + 1) F:lim(2x — 1) G: lim (x? — 5x + 2)H: lim
x-3 x-2 x--1 x—0x—2
3_
I: lim(2x — 3) J limE == K: lim vx — 2 L: lim(x? — 4)
x-7 x-3 x° +3x x-2 x-3
L qs 2 _ qy:._ 2x-5 qs Sx+2 L=
M: Ecl_l)lg(Zx 15) N: 561_1)1(} — O: !Cl_l;l“}l s P: 561_1};\/}

Q lim(v3=x+1) R: lim [0 EE0D g i 202 T i 2
X—

x-10 x-10 2x x—1 X2 +2
U: lim—2"___ v:lim [cos (E + Zx)] W: lim[ctg (x — )] Z: lim(sin x)
x4 x3-2x24+2x-4 " x50 3 ’ x>t T xom

4
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. 2x%-8
A:lim
x>0 x+2

. 1
E:lim——
x>2 x“+3

I: lim (x)
x—>V3

x2

M: lim

x-0x+1

Q: lim(e®)

U: lim (ctg x)

T
xX=m3

. Hatarozd meg a kovetkezo hatarértékeket!

x-2 x—2

x—5 2x —10

1= x%2-2x-3
I lim————
x—>3 x—3

. x—5
Millmz—
x—5 x= —9x + 20
X2 +x-2
x—>—-2 X+2

. 7T-Vx
U: lim
x—49 49 — x

x% —10x + 25

8. Hatarozd meg a kovetkezo hatarértékeket!

. x—3
B: lim
x—0 x“—9

F: lim (x?)

x->V2

11m
x»2x+1

. 2x -1
N: lim
x—3 x+3

R: lim (sinx)
x—>—§

V:lim(cos x)

o
X3

2

. x“—-x—-12

B: llmz—
x—»-3 x4-9

2
. x“—-5x-14
F:llmz—
x—>7 x4 —8x+7

x—-5

Vx -5

J: lim
x-5

N: lim

x——3 x+3

R: lim——>

x>3 x2 —4x+3

x* +4x+3

. x3-8 -3
C:lim D: 3

x>0 x—2 x—0 x> =27
G: lim(log, x) H: lim ©=18

x—2 x-0 x+4
K: lim (—x* — x + 10) L:lim

x—--5 x—1x“+1

x2-9 7x -8

O:1lim P:

x—32x+6 x—02x+8

S: lim(cos x)
X—=T

W: lim (tg x)

T
Xy

. x—16
C: lim
x—>16 4 —Vx

2
. x“+x—-2
G:lim———

x-»1 1-x

O: Ll_lgg_ﬁ

. x—4
S: lim—
x—5 x2 —9x + 20

5 3
. x> —2x
W: lim———

x-0 x2

:lim

T: lim(tgx)
x—0

Z: lim(ctg x)

T
X3

x—2
x>2 X2 -5x+6

. V10—+x
lim ———

" x—>10 x-—10

x2-5x+6
xo2 x2 —7x+10

:lim
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10. Hatarozd meg a kovetkezo hatarértékeket!

11.

12.

- 2x
X

3
A: limZ

x—0

E: lim
x>—7 X2 +6x-7

x> +x-6
x—2

I: lim

x-2

x% —8x +12
6x +8

M: lim

x—2 x% -

. x — 4)2
m( )
x—4 2x% — 32

Q:li

x% + 14x + 49

. x2 -9
lim
x—>3 x—3

B:

x3 —7x

F: lim

x-0 X

: limM

x-2 2-—x

N° lim x% +7x+10
x—— 2x2+5x+6

- 16
x+4

R: llm

X—>—

. 2x%2-8
V: lim
x—>—-2 Xx+2

2
x“+2x-8
C: lim — D
xX—— 4.x2+7x+12
G 3x2 —4x+1 H
T x51 x2+7x-8
2
. x“—-2x-3
K: llm—2 L:
x-»3 9—x
O: lim“=3**2  p.
" x52 2x%—4x ’
S lim-S—%*3 7.
T %53 2x2 +2x - 24
2x% - 200
W: lim ———— Z

x—>10 x2 —10x

Hatarozd meg a kivetkezo hatarértékeket! (a € R)

3 _
x
A lim ———
x—2 X 2x° + x
3
x° + 27
E: lim
xX—— 3x2
3
. x> +1
l: llmz—
x>—1x--1
3
x> -8
M: lim ——
x-2 X 4
3
Q: llm( —
x—1 \1-— 2 1-13

X —llz

U: lim

x-a X—a

B lim V2x+1—-+vx+1
x—>0 X
F: !cl_r{)l\/x+ -V3—-x
\/5 X —
J: lim
x—>1\/10 X —
im (- _ 2
N'!cl_l;l}(l x 1—x2)

4
. x* —81
)R: lim >
x—3 x3 —3x2 +9x — 27

varx —x

a—x

V:1lim
x—a

Hatarozd meg a kovetkezo hatarértékeket!

2
-9
A: lim = o és lim = T
x——-3X X x-3 X 3x
B lim ~ -8x+12 , x% —8x + 12
" x52 x2-6x+8 x—>5 x2-6x+8
5 _ 5
. x x> -1
C:lim—F— es lim——
x—4 xX* — x-1xF-1

10

x2-7x+6

. lmz—
x—6 2x4—13x+6

2x% - 2x
x—-1 x3 - x2

:lim

6x

lim—
x—-0 x4 + 2x

5x2 + 3x%

:lim

x>0 2x3 —x2

. 1 3 2x+1
C: lim (- —2) D:lim= 2!
x»>—-1\1+x 1+x x-1 x2
. VxZ+3-2 \/5—1
G:lim————— H: lim 3
x-»1 x-1 x-1 3x—
5 3
. x° +3x° +x x—3
K: x>0 x3 +x2 - 2x L: xl—l>l:;’lx3—27
3 2
. x° -1 x“ -1
O: lim P:lim=
x-1 x—1 x—>1x° -1
. x349x% 4 27x+27 . x3-8
S: lim T:1lim
x——3 x+3 x—2 X—2
2 2 3 3
. x“—-3x)—-(a“-3a . X a
W: llm( )= ( )Z lim
x—a xXxX—a x-a X—a




13.

14.

15.

16.

17.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéziuma)

Vx-+a -1 . (2+x)3-8
Hatarozd meg a lim ,alim= és alim &2 -8
xX-a X—a x-1 X — 1 x-0 x

hatarértékeket! (a € R)

Hatarozd meg a kovetkezo6 hatarértékeket!

A: !rl_l)l:;l[x] B: xlirps(sgn x) C: !rlll(}[(x +1)-sgnx] D: Ll_t}t(}[sgn (x2)]
R a1 e o 1
E: Jim [} Fliml] - Golimlsin H: timg [ ]
e i (X242 i 1 i L
I: L‘L‘g(logz x) J: &1_1)1(}( 2 x) K: !Cl_l)l(}x L: 561_1)1(} =
M: lim(tg x) N: lim(ctg x) O: lim (— l) P: lim —
o x—0 x—0 X x>0 x2

2

Van - e az f(x) fiiggvénynek véges, vagy végtelen hatarértéke az x, helyen? (m € R)

A () = 552 Xo=3
B:f(x)z;rz__75++f2 xXo =4
C:fx) =22 Xo=m
D: f(x)—u Xo =2m

4m- x + 4m?

Az alabbiak koziil melyiknek van véges hatarértéke? Add meg ezeket az értékeket!

1-+x 1-+x 2
2x+5 _— _— x“ + 6x
. 2x+5 . (1+x\71= . (1+x\71= . rrox
A: lim 10x+1 B: llm( x)l * C: llm( x)l * D: lim 2xZ-36
x—-2,5 x—0 \2 +x x->1 \2+x x->—6
2 3x2_5x+4 -
E: lim ex F: lim e>* —>** G: lim(x - et9%) H: lime »°
x—0 x—>—2 xor x—0

2

Van - e az alabbi fiiggvényeknek véges, vagy végtelen hatarértéke az xo, = 0 helyen?

Tx+2

Af) =222 Bif) =52

-7x
x2 +2x

- 3x
2x3 + x2

C:f) =5  Dif(x) =3

x5+ 4x3

11
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18. Hol van véges, hol van végtelen hatarértéke és mely helyeken nincs hatarértéke a
kovetkezo fiiggvényeknek?

A () = 5 B: f(x) = "
C: f(x) = D: f(2) = -
E: f(x) = |ﬁ| F: f(x) = 3
( logz x,hax >0
G: f(x) = logs|x| H: f(x) = 1,hax=0

logz(—x),hax <0

19. Szamitsd ki az g ésal fiiggvények x, - beli hatarértékét!

f
. 1, 1
Arf(x)=——égx) = 5— xo=3
1,
B:f(x) =5;—és9(x) = 53—, Xo =2

20. Hatarozd meg az f és g fiiggvény hatarértékét az x, = 3 helyen!

x2 -9

fR\{3} > R;x — gR-Rx—x+1

x—-3

Hatarozd meg a kovetkezo hatarértékeket!

. el f Vel f i (F
A: grl_r)lg(f+g) B.Ll_lg(f 9) C: Ll_l)lz}(f g) D: Ll_l)lsl(g)

21. Hatarozd meg az f és g fiiggvény hatarértékét az x, = g helyen!

f:R\{3} > R;x — sinx g:-R->R;x— cosx

Hatarozd meg a kovetkezo hatarértékeket!

A lim(f+g) B:lim(f-g) C:lim(5)  D:lim(f-g) E:ling(l)

T = \g
x=3 X3

12



22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéziuma)

Van - e az f:(R\Z) - R; x — x3 — 3x? + @ - x fiiggvénynek véges hatirértéke a
3 helyen?

x3 —
Van — e az f: (R\{0; 6}) - R; X
6 helyen? Ha van, akkor hatarozd meg a hatarerteket'

fuggvenynek véges hatarértéke a 0 és a

Van-eaz f: (R\{—2;2}) - R;x s 1 5 fiiggvénynek véges hatarértéke a —2; 0 és
a 2 helyeken? Ha van, akkor hatarozd meg ezt a hatarértéket!

x - -Vx
= lim ?
x-1 \/— x-»1 1-—x

Hatarozd meg a kovetkez6 fiiggvények hatarértékét az adott pontban!

2

ﬂ,hax¢3

x4 —

A f(x) = Xo=3
1,hax=3
%,hax;tB
x4 —3x
B:gx) = X9 =3
0,hax =3

Hatarozd meg a kivetkez6 fiiggvények hatarértékét a megadott ,,toréspontban”!

2x—1,hax > 2

A:f(x)={ X9 =2
3,hax <2

x2+3, hax>1

B:g(x)z{ xo=1
2x+2, hax<1

Hatirozd meg az f(x) =lgx fiiggvény x, = 0 pontban vett jobb oldali és a
g(x) = +/cos x fiiggvény xo = g pontban vett bal oldali hatarértékét!

13
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29. Vizsgald meg a fiiggvények jobb és bal oldali hatarértékét a kérdéses pontban!

x2,hax<1
A:a(x) = xo =1
x+1hax>1

Igx,hax >0
B:b(x)z{ Xo=0
x(,hax<0
x Lhax>0
C:c(x)={ xg=0
1,hax <0
(1, hax>0
D:d(x) =sgnx=< Ohax=0 xX90=0
—1,hax<0
E:e(x)zlxil Xo=0

30. Vizsgald meg a fiiggvények jobb és bal oldali hatarértékét a kérdéses pontban!

A: a(x) =§ xg=0
B: b(x) = 712 Xg=2
C:c(x) = % X9 =3
D:d(x) = Zxx:; xXg=-—-3
E:e(x) = ﬁ xo=-—-1

14
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31. Vizsgald meg a fiiggvények jobb és bal oldali hatarértékét a kérdéses pontban!

32.

33.

A: a(x) = [x]
B: b(x) = ";1
C:clx) = ﬁ
D: d(x) = 52
o =222

Hatarozd meg a kovetkezo hatarértékeket!

. sin(8x
A: llmL
x—0 10x

sin(7x)
x

E: lim
x-0

sin(2x)
3x

I: lim
x-0

sin(7x)

M: lim -

x—-0

sin(5x)

Q: lim ™

x-0

sin(2x)
x

U: lim
x-0

B: lim “£C2.
" x50 sin(4x)

tg(9x)
" x>0 tg (7x)

. 13, 18(2%)
J: !gl_r)rol sin(5x)

. sinx
N: lim

x—0 5x

sin(7x)
* x50 sin(5x)

sinx

V:1lim

x—0 2x

Xo =3

X0=0

xo=1

X9 =—3

Xg=—2

C: lim[x- ctg (3x)] D: lim*—5*2
o
Kilim(x-ctgx) L !}f&@
O:lim5 —xczosx P lim ZE—:B

S: !vl_l}g pra, T lxl_l}(} 1—xczosx
Wi lim == 7 i T

Hatarozd meg a kovetkezo hatarértékeket!

. sinx
A: lim

XS X—T

. sin(x—m
D: llm(—)
XOTT X—T

. sin3: (x + )
G- xll)lzln' 2-(x+m

B:

E:

H:

sinx

lim
x—-2mw X — 21

lim sin%(3x)

x—0 2x

lim J1- ?S(Zx)

x-0

15

C:lim

x>

F3
3 (x—

L y:.. 1—+/cosx
I: lim
x—0 1 —cosx

3

’cos(x - g) -1
3)

2



34. Hatarozd meg az alabbi fiiggvények hatarértékeit az adott helyeken és +oo - ben!

35.

36.

37.

38.

39.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéziuma)

(A szaggatott vonallal jelolt részek utan a fiiggvény menete mar nem valtozik.)

[
|| s
[}

\

&
o
"
o
"
w
e

"

@

f(X):x1=-2,x=1,x3=2¢ésx, =4 gxX):x1=-7,x3=—4,x3=—1ésx4=0

¥ra-x+

Tudjuk, hogy az f: (R\{2}) » R;x — —
hatarértéke. Mennyi ez a hatarértéke? Melyik szamot jeloli az a?

b

2_p.
Hatarozd meg a b értékét, ha tudjuk, hogy linll x—f“ létezik és véges!
X—

2 .
Hatarozd meg a k értékét, ha tudjuk, hogy linél erxk—;% létezik és véges!
X -

x3-9x24+1-x-27
x2-6x+9

Hatarozd meg az l értékét, ha tudjuk, hogy lin31 létezik és véges!
X—

2-m-x+

8
létezik és véges!
— étezik ¢és véges

Hatarozd meg az m értékét, ha tudjuk, hogy lin; 2
X

16

2 fiiggvénynek van a 2 helyen véges



40.

41.

42.

43.

44,

45.

46.

47.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéziuma)

5x3—n

Hatarozd meg az n értékét, ha tudjuk, hogy lin?} létezik és véges!
X—

x -

6

Hatarozd meg a p értékét, ha tudjuk, hogy lin§ zz +;’ l1étezik és véges!
X— -

2_q-x+2q-4

Hatarozd meg a q értékét, ha tudjuk, hogy lim d > létezik és véges!
x-2 x4 —4x+4

Melyik szamot jeloli a p, ha tudjuk, hogy az f: (R\{—;})%R;xlﬂ;—fz

fiiggvénynek a 0 helyen —6 a hatarértéke?

t+x
2—-x

Add meg az osszes olyan t € R szamot, amely esetében az f: (R\{2}) - R; x —

fiiggvénynek a O helyen és a % helyen egyenlé a hatarértéke!

x4—_b4—

Hatarozd meg a b értékét ugy, hogy az f(x) = G 7D

fiiggvény hatarértéke a
ghelyen 125 legyen!
xz -

= 24 fiiggvénynek létezik xo = 2 — ben hatarértéke, s

Bizonyitsd be, hogy az f (x) =
azA =4!

2 _
X2 fiiggvénynek az x, = —3 helyen a

lgazold, hogy az f:R\{3} > R;x+——

hatarértéke A = —6!

17
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