Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Fejezetek a szamelmélet témakorébol

Szamok végzoédésének vizsgalata:
A szorzas, hatvanyozas eredményének utolsé szamjegyének meghatarozasahoz elegendd a
szorzd tényezOk utolsd szamjegyeit tekinteniink. Hatvanyozas esetén az utols6é szamjegyek
sorozataban észrevehetd ismétlodés.

0l=0 02=0 03=0 0*=0

1t=1 12 =1 13=1 1* =1

21 =2 22=4 23=8 2t =16 25=132 26 = 64
31=3 32=9 33 =27 3* =81 35 =243 36 =729

41 =4 42 = 16 43 = 64 4* = 256

51=5 52 =125 53 =125 5% = 625

6! =6 6% =36 6* =216  6*=1296

7t =7 72 =49 73 =343 7% = 2401 7°=16807 7°=117649 ...
g8l=38 82 =64 83 =512 8* =4096 85 =132768 8°=262144 ...
91 =9 92 =81 93 =729 9% = 6561 95 =159049 9° = 531441
Megjegyzés:

Minden szam 06todik hatvanyanak utols6 szamjegye megegyezik az eredeti szam utolsé
szamjegyével.

A 0 —ra val6 végzédés vizsgalata:

A szam végén all6 0 szdmjegyek szamat a 10 — zel valo oszthatdsag segitségével hatarozhatjuk
meg. A primtényezds felbontasban a 2 és az 5 kitevdi hatdrozzak meg, hogy az adott szam a
10 — nek milyen pozitiv egész kitevdjli hatvanyaval oszthato.

Szamjegyek szamanak vizsgalata:
Egy nagyon nagy szam szamjegyeinek a szamét a 10 — es alapi logaritmus segitségével
hatarozhatjuk meg.

Helyiértékes irasmod:
A pozitiv egész szamokat felirhatjuk dsszeg alakban is: abcd = 1000a + 100b + 10c + d.
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DEFINICIO: (Diofantoszi - egyenlet)
Diofantoszi egyenletnek nevezziik azt az egyenletet, amelyben az ismeretlenck egyiitthatoi
egész szamok ¢és az egyenlet alaphalmaza is az egész szdmok halmaza.

DEFINICIO: (Elséfokii egyismeretlenes diofantoszi egyenlet)
Az a - x = b egyenletet, ahol a, b egész szamok ¢és az alaphalmaz is az egész szamok halmaza,
elséfoku egyismeretlenes diofantoszi egyenletnek nevezziik.

TETEL:
Az a - x = b diofantoszi egyenletnek pontosan akkor van megoldasa, ha a | b.

DEFINICIO: (Elséfoki kétismeretlenes diofantoszi egyenlet)
Az a-x+ b-y = cegyenletet, ahol a, b, c egész szamok és az alaphalmaz is az egész szamok
halmaza, els6foku kétismeretlenes diofantoszi egyenletnek nevezziik.

TETEL:
Az a-x + by = c diofantoszi egyenlet pontosan akkor megoldhaté, ha (a; b) | c. Ha egy
X0, Vo megoldasa a diofantoszi egyenletnek, akkor végtelen sok megoldasa van, s a gyokok a

L-tésy=yo—i-t(t€Z).

kovetkezok: x = x¢ + @b) (a;b)
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Gyvakorlo feladatok

K: kozépszintii feladat E: emelt szintii feladat
. (K) Mi az utolsé szamjegy?
A: 2100 B- 3999 C: 4112 D: 51223

E: 6255 F; 7844 G: g*21 H;: 9127

. (K) Milyen szamjegyre végzodnek a kovetkezo kifejezések eredményei?

A:2005%0%* +1  B:2021%921 5  C:2006%°%7 +1  D:1993%* -7

. (K) Milyen szamjegyre végzodnek a kovetkezo kifejezések eredményei?

A: 123456789 - 9753 - 2468 B: 2103.352.478. 721

. (K) Milyen szamjegyre végzodik 5 egymast koveto pozitiv egész szam szorzata?

. (K) Milyen szamjegyre végzoédik 5 egymast koveté pozitiv paratlan szam szorzata?

. (K) Milyen szamjegyre végzodik az elsé 7 primszam szorzata?

. (K) Milyen szamjegyre végzddnek a miiveletek eredményei?

A: 961° + 1997 B: 220 4 320 C: 12344321 | 43211234

D: 412 4 512 | 612 E: 1111 4 2222 4 3333 F: 23123 4 124124 4 125125

. (E) Mi lesz az utolsé két szamjegye a 21990 szamnak?
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9. (E) Hatarozd meg a 7 + 7% + 73 + --- + 7%" szam utolsé két szamjegyét, ha n pozitiv
egész szam!

10. (E) Mennyit ad maradékul tizzel osztva a 20012°%4 — 20042907 + 20092902 sz4m?
Mennyit ad maradékul, ha 3 — mal osztjuk?

2

11. (K) Mennyi a szimjegyek 6sszege a (104"2+8) ,n € N alaka szamban?

12. (E) Mennyi 0 — ra végzédnek a kovetkezo szorzatok eredményei?
A:56!=1-2-..-56 B: els6 100 pozitiv egész szam szorzata

C: 1255 - 1443 - 962 D: 22007. 125345 . 25200

13. (K) Ot egymast koveté paratlan egész szamot dsszeszorzunk. Milyen jegyre végzédik
a kapott szam? Milyen jegyre végzodik, ha 6t egymast kovet6 szamot szorzunk ossze?

14. (K) Hany jegyii szamok a kovetkezo kifejezések eredményei?
A: (1047 + (1055 B: (105)” + (10%)8 + (102)*  C: 102000 — 5. 101000

D: 1010% E: 231532 F: 215. 515 — 213. 512

15. (E) Hany jegyi szamok a kovetkezo kifejezések eredményei?

A: 2100 B: 21000 C: 345

16. (E) Az A = 101’ és B = 919" sz4am kéziil melyik a nagyobb?

17. (E) Mennyi a 22010 &5 52010 s74mok szamjegyei szamanak az 6sszege?
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. Je g 3, 4 ...,
(K) Adj meg 4 azonos nevezdjii tortet, amelyek a Séag kozé esnek!

(K) Irj fel 5 szamot kiilonb6z6 nevezéjii tortalakban a 3 és ; kozott!

(K) Lehet - e a - és > kizé 10 darab racionalis szamot irni? Lehet - € 10 — nél tobb

racionalis szamot kozéjiik irni? Adj meg olyan eljarast, amelynek felhasznalasaval
tetszoleges sok racionalis szam irhato a két tort kozé!

£, . rye s . SEVIT . 1 2].
(K) Irj fel 3 racionalis és 3 irracionalis szamot, amelyek az [ﬁ ;5] intervallumban
vannak!

(KYA7 % ésa 7% kozott hany, tovabb mar nem egyszeriisitheto tort van, amelyeknek
szamlaldja és nevezdje egyarant kétjegyii?

(K) Egy tort bovitheto ugy, hogy nevezéje 10 hatvany legyen. Milyen kétjegyii szam
lehet a nevezdje? Hany ilyen kétjegyii nevezd van?

(K) Tudjuk, hogy a % és %i; tortek egyszeriisitheték és nem nagyobbak 7 — nél.
Melyik tort a nagyobb?

(K) Add meg az a, b szamjegyeket ugy, hogy % tort egyszeriisitheté legyen. Hany
ilyen tortet kapunk?

(K) Milyen szamjegy all a % tizedestort alakjaban a tizedesvessz6 utani 1960. helyen?

(K) Az 15—4 tizedestort alakjaban milyen szamjegy all a tizedesvessz6é utani 2001.
helyen?
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K) Milyen szamjegy all a 3 tizedestort alakjaban a tizedesvesszo utani 2004. helyen?
y Jegy = ] y

(K) Milyen szamjegy all a g tizedestort alakjaban a tizedesvesszé utan a 2005.
helyen?

(K) Az 23—; szam tizedes tort alakjaban mi a tizedes vessz6 utani 2006. szamjegy?

(K) Milyen szamjegy all a % tizedes tort alakjaban a tizedes vesszé utani 2010 - edik
helyen?

(K) Ird fel tortalakban a kovetkezo tizedestorteket!

A=1,23 B =2,58 C =3,214 D = 4,697

(K) Mely pozitiv tortekre igaz, hogy ha szamlaléjat és nevezdéjét egyarant 1 — gyel
novelik a tort értéke n6?

. (K) Egy tortszamrol a kovetkezoket tudjuk:

rosy 2
- eértéke =
5
- szamlaléjanak és nevezdéjének osszege kétjegyil szam
- e kétjegyl szam egy természetes szam négyzete

Melyik ez a tortszam?

. (E) Milyen n pozitiv egész szamra lesz a kovetkezo kifejezés is pozitiv egész?
A 5n2 + 20 B 5n2 + 8n + 12 o (n+4)3 D: (n-3)3
n n n n
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36. (E) Milyen n egészekre lesznek egészek a kovetkezo, tortalakban adott szamok?

n+4 3n+ 10 2n+3 n+1
A — B: C: D:—

n-3 n+1 n—4 n-1

n-—2 2n—-3 n+11 5n+3
E:— F: G: H:

n+3 n+2 n-9 n+7

37. (E) Milyen n természetes szamok esetén lesznek a kovetkezo Kkifejezések értékei
természetes szamok?

n+13 Iin+4 2n+6 2n+ 10
A: B: C: D:
n-5 n+5 n-3 n+1
5n-1 3n+5 n+3 3n+5
: : G.— H:
n+1 n+3 n-3 n-5

38. (E) Milyen n egészekre lesznek egészek a kovetkezd, tortalakban adott szamok?

10n + 21 10n+1 6n-1 6n+ 11
X B: C: D:
2n -3 5n-1 3n+2 2n—2

39. (E) Milyen n egészekre lesznek egészek a kovetkezd, tortalakban adott szamok?

2 2 2 2
n“+1 nc +2 n“+6 n“+5
' : C: D:

"n+1 "n+2 n-1 "n-3

40. (E) Milyen n egészekre lesznek egészek a kovetkezo, tortalakban adott szamok?

2 2 2 2
n“+2n+6 3n“+6n+10 n“+3n-7 n“-5n+7
L TR0 -2 >~ Cc:————°~ D:—2"-"¢

n+1 ’ n+2 Yon-1 R )

n+3 , 2n+15

41. (E) Hatarozd meg az n egész szam azon értékeit, amelyekre a el

——— tortek
+1 n+4

értéke is egész szam lesz!

42. (E) Milyen n egész esetén lesz az :—12; tort értéke a kovetkezo tulajdonsagu?

A: nulla B: pozitiv C: egész
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. , 1, 8 e s L . .
(E) Miért nem lehet egyszerre egész az % és az % kifejezés értéke? (n € N)

. , . 2n+2010 0 .. ., .0 . .
(E) Hany olyan egész n szam van, amelyre a — kifejezés értéke is egész?

3n2 — 7n + 1842

(E) Hany olyan egész n szam van, amelyre a —

kifejezés értéke is egész?

(E) Mivel egyszeriisithet6é a kovetkezo tort?

n+1 n+3 2n+1 3n-1
Al — B:— : :

n-1 n-2 "n+3 "2n+4

(E) Mivel egyszeriisithet ?m—iiz, ahol (k;m) = 1?

8m

3n-m _.. . m ;o P
Sn2m tort, ha tudjuk, hogy az — nem egyszerusithet6?

(E) Mivel egyszerisitheto a

2n-5
In-7

(E) Van - e olyan n természetes szam, amelyre a egyszeriisithet6?

3n+2

(E) Milyen n természetes szammal lehet egyszeriisiteni a " tortet?

n+1

n+17 ..
tort?
n-4

(E) Milyen n pozitiv egész szamok esetén egyszeriisiheto a

3n
5n

(E) Bizonyitsd be, hogy a

+1 .. yos P .
" tort nem egyszeriisithet6 egyetlen n egészre sem!

8n* +4n? +1
4n3+n

(E) Bizonyitsd be, hogy a tort nem egyszeriisitheto egyetlen n egészre sem!
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(K) Gondoltam egy egész szamot. Négyzetre emeltem és elosztottam 3 - mal.
A: Mi lehetett a gondolt szam, ha az osztas hanyadosa 12 és nincs maradék?
B: Mi lehetett a gondolt szam, ha az osztas eredménye pontosan 8?

C: Mi lehetett a gondolt szam, ha az osztas hanyadosa 21, a maradék pedig 17

D: Kaphatunk - e 2 maradékot az osztasban?

(K) Otté megszamozta a fiizetének oldalait. Eddig 31 szamjegyet hasznalt fel. Hany
oldalt szamozott meg eddig, ha a legelsé oldalon egyessel kezdte a szamozast?

(K) Az 1 - t6l kezdve irjuk rendre egymas mellé az egész szamokat. Milyen szamjegy
all az 1999. és a 2002. helyen?

(K) Mennyi id6 sziikséges az 1 — t6l 98 762 — ig bezarolog terjedd egész szamok
leirasahoz, ha percenként 92 szamjegyet irunk le?

(K) Hany szamjegy kell az 1 — 1986 — ig terjed6 természetes szamok leirasahoz? Ha
a természetes szamokat egymas utan irjuk le, akkor milyen szimjegy all az
1986 - odik helyen?

(K) Az egyik héten az 6tos lotton minden kihuzott szam ugyanazon egész szam egész
kitevés hatvanya volt. (1 — t61 90 — ig huznak ki 5 szamot.) Melyek voltak a kihuzott
szamok? Hany eset lehetséges?

(K) Az 1,2, ...,9,10 szamok két csoportra oszthatok - e ugy, hogy a két csoportban
1évo szamok Osszege, illetve szorzata egyenlo legyen?

(K) Lehet - e az 1 — t6l 2004 — ig terjedo6 egész szamokat két csoportba osztani ugy,
hogy minden szam valamelyik csoportban legyen, és az egyik csoportban levo szamok
szorzata egyenld legyen a masik csoportban levo szamok szorzataval?
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(K) Miért nem lehet 5 egymast koveto természetes szamot két csoportba osztani ugy,
hogy a két csoportban levo szamok szorzata egyenlé legyen?

(K) Melyik az a legnagyobb egész szam, amellyel barmely harom egymast koveto
egész szam 0sszege oszthato?

(K) Felirhato - € 2 2001 harom szomszédos egész szam osszegeként?

(K) Felirhato - € 2 2002 harom szomszédos egész szam szorzataként?

(K) Felirjuk egy papirra az 1;2;3;...; 1986 szamokat. Ezek koziil két tetszoleges
szamot letorliink, és helyettiik felirjuk a kiilonbségiiket. Ezt addig ismételjiik, amig
csak egyetlen 0 — tél kiilonb6z6 szam marad. Igaz - e, hogy ez a szam paratlan?

(K) Van - e olyan kétjegyii szam, amely egyenl6 a szamjegyeinek osszegével?

(K) Melyik az a legkisebb pozitiv paros szam, amely szamjegyeinek osszege 217

(K) Melyik az a legkisebb természetes szam, amelyben a szamjegyek osszege 2002,
illetve 20107?

(K) Melyik az a legkisebb természetes szam, amelyben a szamjegyek szorzata 300,
illetve 2000?

(K) Egy haromjegyli szam szamjegyeinek Osszege 4. Hany ilyen szam van? A
legnagyobb és a legkisebb szam atlaga szerepel — e a szamok kozott?

(K) Hatarozz meg harom olyan kiillonb6z6 természetes szamot, amelyek osszege
egyenlé a szorzatukkal, tovabba az egyik szam megegyezik a masik ketté 6sszegével!

10
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(K) Melyek azok a kétjegyili szamok, amelyekhez 4 — et adva, a szamjegyek Osszege
felére csokken?

(E) Ird fel azt a legkisebb természetes szamot, amely 6 — ra végzédik, és ha ezt a szam
végérol a szam elejére irjuk, az eredeti szam négyszeresét kapjuk!

(E) Hatarozd meg azt a legkisebb 1 — gyel kezd6d6 természetes szamot, amely olyan
tulajdonsagu, hogy ha az elejérol kitoroljiik az 1 — est és beirjuk a végére, akkor az
igy kapott szam az eredetinek haromszorosa lesz!

(K) Egy auto rendszama a kovetkezo két kétjegyii szambol all: 90 — 91. Ha az elso
kétjegyii szamhoz a masodik szamjegyeinek osszegét hozzaadjuk, 100 — at kapunk,
ha a masodik kétjegyl szamhoz az els6 szamjegyeinek 0sszegét adjuk, ugyancsak
100 — at kapunk. Hany ilyen kétjegyi szampar van? Hatarozd meg mindegyiket!

(K) Meg tudjuk — e hatarozni két ember sziiletési évét a kovetkezé adatokbol?
A: mindketten a 20. szazadban sziilettek
B: mindkett6 évszama ugyanazokbdl a szamjegyekbdal all

C: a két ember kozott a korkiilonbség 9 év

(K) A nagypapa 63 évvel idésebb unokajanal, aki 2000 — ben még nem volt 10 éves.
Sziiletési éviik ugyanazokbdl a szamjegyekbdél allnak, csak mas sorrendben. Hany
éves volt a nagypapa 2000 — ben?

(K) Mikor sziiletett az az ember, aki 2005 — ben annyi id6s, mint sziiletése éve
szamjegyeinek 0sszege?

(K) Egy kozgazdasz a kovetkez6t mondta: 2006 — ban vezetjiik be az eurot, én ekkor
éppen annyi idos leszek, mint sziiletési évem szamjegyei négyzetének osszege. Mikor
sziiletett az illet6?

11
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(K) Nagyapam 2012 — ben annyi idds, mint sziiletési éve szamjegyei négyzetének
osszege. Hany éves a nagyapam 2012 — ben?

(K) Melyek azok az ab kétjegyili szamok, amelyekre teljesiil, hogy ab + ba = 88?

(K) Melyek azok az ab kétjegyii szimok, amelyekre teljesiil, hogy ab — ba = 727

(K) Melyek azok a haromjegyi szamok, amelyekre teljesiil, hogy aOb + b0a = 3037

(K) Melyek azok a haromjegyii szamok, amelyekre teljesiil, hogy abb + baa = 8887

(K) Egy kétjegyii szamhoz hozzaadtuk szamjegyeinek osszegét, s igy 81 — et kaptunk.
Mi lehetett az eredeti kétjegyili szam?

(K) Egy kétjegyii szamhoz hozzaadtunk 1 — et, igy a szam forditottjanak a kétszersét
kaptuk. Mi volt az eredeti kétjegyil szam?

(K) Melyek azok a kétjegyii szamok, amelyek 6 — tal nagyobbak, mint szamjegyeik
szorzatanak és osszegének az osszege?

(K) Melyek azok a kétjegyii szamok, amelyek 8 — cal nagyobbak, mint szamjegyeik
szorzatanak és osszegének az 0sszege?

(K) Melyek azok a kétjegyii szamok, amelyek 22 — vel nagyobbak, mint szamjegyeik
szorzatanak és osszegének a kiilonbsége?

(K) Hatirozd meg az ab kétjegyii szamokat, amelyekre teljesiil a kovetkezo:
abb + bab + bba = 7777

12
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(K) Hatarozd meg azt az abcd négyjegyii szamot, amely oszthato 225 — tel, tovabba
tudjuk, hogy cd az ab 6tszorose!

(K) Tekintsiik a 3abc8 alaku tizes szamrendszerbeli 6tjegyii szamokat. Add meg az
ilyen alaku szamok koziil a legkisebb és legnagyobb 6 - tal oszthat6 szamot!

(K) Add meg az osszes olyan négyjegyl szamot, amelyet elosztva egy 25x alaku
hiaromjegyii, 6 — tal oszthato szammal, hanyadosul 10 — et, maradékul 12 —t kapunk!

(K) Hatarozd meg az x értékét ugy, hogy teljesiiljon a 2° - 9 = 259x egyenloség!

(E) Egy kétjegyii szam jegyei kiilonbozok. E szamnak és forditottjanak a szamtani
kozepe (atlaga) olyan kétjegyl szam, amelynek szimjegyei 5 — nél nagyobbak és
egyenlok. Mi lehetett az eredeti kétjegyii szam?

(E) Egy kétjegyii szam jegyei kozé beirtunk egy szamjegyet. Az igy kapott
haromjegyii szam és az eredeti kétjegyii szam szamtani kozepe (atlaga) az eredeti
kétjegyi szam forditottja. Mi lehetett az eredeti kétjegyil szam?

(E) Hany olyan haromjegyii szam van, amelyeknek a kozépsé szamjegyét torolve
olyan kétjegyii szamot kapunk, amely az eredeti szam Kkilenced része?

(E) Melyik az a haromjegyii szam, amelynek haromszorosa 49 — cel kisebb a szam
forditottjanal?

100. (E) Egy haromjegyii szamhoz hozzaadtuk szamjegyeinek osszegét, s igy egy olyan

szamot kaptunk, amelynek minden szimjegye egyenlo. Ezutan az eredeti szambol
kivontuk szamjegyeinek oOsszegét, s ekkor is olyan szamot kaptunk, amelynek
minden szamjegye egyenlé. Mi volt az eredeti szam?
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101.

102.

103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(E) Van - e olyan kétjegyii, illetve haromjegyii szam, amelyben a szamjegyek osszege
megegyezik a szamjegyek szorzataval?

(E) Egy négyjegyii szambol kivonjuk az elsé harom jegybdél allé haromjegyii szamot,
tovabba az elso két jegybol allo kétjegyii szamot, végiil az els6 szamjegyet. Igy végiil
2005 - 6t kapunk. Mi volt az eredeti négyjegyi szam?

(E) Van — e olyan abcd négyjegyii szim, amelyre abcd + abc + ab + @ = 2004?

(E) Van — e olyan abcd négyjegyii szim, amelyre abcd + abc + ab + @ = 2012?

(E) Hany darab olyan abab alaku négyjegyii szam van, amely oszthato 15 — tel?

(E) Hatarozd meg az oésszes olyan természetes szamot, amely egyenlé szamjegyei
Osszegének 11 — szeresével!

(E) Melyik az a szam, amelyrél a kovetkezoket tudjuk?
A: egy természetes szam négyzete
B: olyan négyjegyii szam, amelynek mindegyik jegye kisebb, mint 7

C: ha minden szamjegyét 3 — mal noveljiik, akkor ismét négyzetszamot kapunk

(E) Mennyi megoldasa van az egész szamok halmazan az x + y = 12 egyenletnek?
Hogyan valtozik a megoldasok szama, ha a természetes szamok halmazan keressiik
a megoldasokat? Hogyan valtozik, ha azt is kikotjiik, hogy x = y?

(E) Oldd meg a pozitiv egész szamok halmazan a kovetkezo egyenleteket!

A:2x+3y=21 B:5x+7y =40 C:10x+7y = 84
D:5x+3y =39 E:2x+ 3y =60 F:7x + 10y + 5z = 55
G:3x+8y =39 H: 4x + 13y = 120 I:5x+7y =170
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Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

110. (E) Oldd meg a kovetkez6 két ismeretlenes diofantoszi egyenleteket!

A:2x+4y=5 B:2x+ 3y =13 C:5x+4y=6
D:3x+18y =6 E:7x+ 14y =21 F:4x + 6y =12
G:20x + 15y = 35 H:3x + 6y = 12 I:3x+6y=7

111. (E) Oldd meg a kovetkez6 két ismeretlenes diofantoszi egyenleteket!

A:15x — 35y = 20 B:2x—-5y=28 C:12x—-16y=4

112. (E) Oldd meg a természetes szamok halmazan az alabbi egyenleteket!

A:x3+7y=y3+7x B: x* +9y% = y* + 9x?
Cxy+x+y=11 D:xy+x+y=13
E:xy+x+y=20 Fixyz+xy+xz+yz+x+y+z=15

113. (E) Oldd meg az alabbi egyenleteket a pozitiv egész szamok halmazan!

A:x?+6x+y=20 B: x% + y* + 8x + 2y = 44
C:x*+3x+2y=20 D:x3+ 12y —x = 2006
E:2x*+y% +4x +y = 2005 F:xy? +2xy+x—75y=0

114. (E) Oldd meg az egész szamok halmazan a kovetkezo egyenletet!

x-(x+1)-(x+3)-(x+65)=2010

115. (E) Oldd meg a pozitiv egész szamok halmazan a kovetkezo egyenletet!

x*+39x3 -102x2 +79x - 78 =0

116. (E) Oldd meg a pozitiv egész szamok halmazan a kévetkezé egyenletet!

x* +73x3 +476x* +932x — 1482 =0
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117.

118.

119.

120.

121.

122.

123.

124.

125.

126.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(E) Oldd meg a pozitiv egész szamok halmazan a kovetkezo egyenletet!

x2 —y? =616

(E) Hany megoldasa van az alabbi egyenleteknek a pozitiv egész szamok halmazan?

A x?—y? =12 B:x2—y? =36 C:xt—y*2=172

(E) Melyek azok az a < b pozitiv egészek, amikre teljesiil, hogy ab + a + b = 114?

(E) Az x; y valtozék milyen értéke mellett lesz az x* + y* — 8x + 3y kifejezés értéke
minimalis?

(E) Bontsd fel az 543 — at két természetes szam osszegére, amelyek koziil az egyik
10 — zel, a masik 17 — tel oszthato!

(E) Két természetes szam szorzatanak, 6sszegének, kiillonbségének és hanyadosanak
az osszege 26. Melyek ezek a szamok?

(E) Két természetes szam szorzatanak, 6sszegének, kiilonbségének és hanyadosanak
az osszege 72. Melyek ezek a szamok?

(E) Két természetes szam szorzatanak, 6sszegének, kiillonbségének és hanyadosanak
az osszege 80. Melyek ezek a szamok?

(E) Melyek azok a kétjegyii szamok, amelyek 19 — cel nagyobbak, mint a
szamjegyeik szorzata?

(E) Melyik az a kétjegyii szam, amely 6 — szor akkora, mint a nala 7 — tel nagyobb
szam szamjegyeinek osszege?
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127.

128.

129.

130.

131.

132.

133.

134.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(E) Hatarozd meg azokat a haromjegyii szamokat, amelyek egyenlok szamjegyeik
osszegének 18 — szorosaval!

(E) Egy orszagban csak 5 Ft - os és 9 Ft - os érmék vannak. Hanyféleképpen
fizethet6 ki egy 101 Ft - ba Keriilé csokoladé? Van — e ebben az orszagban olyan
arucikk, amelynek az ara nem fizetheto ki ezzel a kétfajta érmével?

(E) Egy orszagban csak 12 Ft — os és 15 Ft — os érmék vannak. Ki lehet — e fizetni
ezzel a kétfajta érmével az 1221 Ft — os arucikket? Irj fel néhany olyan osszeget,
amit nem lehet ezzel a kétfajta érmével kifizetni!

(E) Egy toll 5 eurédba, egy jegyzettomb 3 euréba Keriil. Vasaroltunk ezekbdl
néhanyat, s igy 42 eurdt fizettiink osszesen. Mennyi tollat és jegyzettombot vettiink?

(E) Egy farmon, ahol tobb 16 van, mint kacsa, a tehenek szama a lovak és kacsak
osszegének a harmada. A lovak és kacsak osszes fejeinek és labainak a szama 100.
Hany tehén van a farmon?

(E) Az allatiskola sarkanyosztalyaba 3,4 és 5 fejii sarkanyok jarnak. Egy négyfejii
sarkanynak kétszer annyi négyfeji osztalytarsa van, mint otfeji, és a négyfejliek
osszes fejeinek a szama 1 — gyel nagyobb, mint a haromfejiek osszes fejeinek a
szama. Hany 3,4 és 5 fejii sarkany jar ebbe az osztalyba, ha dsszes fejek szama nem
tobb, mint 1327

(E) Egy tal siiteményt szeretnénk feldarabolni a téglalap alaku tepsi oldalaival
parhuzamos vagasokkal ugy, hogy szeletelés utan a tepsi szélével érintkezo (Kkicsit
égett) siitemények szama egyenlé legyen a tepsi szélével nem érintkezé siitemények
szamaval. Hogyan tehetjiik ezt meg?

(E) Egy 60 km hosszi, kor alaka palyan egy kerékparos indulas utan % oraval az
AB Kkilométerké mellett haladt el. Ujabb % ora elteltével a BA kilométerké mellett
volt éppen (B < A). Mekkora a kerékparos (allandé) sebessége?
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135.

136.

137.

138.

139.

140.

141.

142.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(E) Egy 60 km hosszu kor alaka kerékpar palyan egy biciklista allandé nagysagu
sebességgel halad. Egyszer elhaladt egy kilométerko mellett, amelyre az ab kétjegyii

szam volt irva. Egy 6ra mulva egy Gjabb kilométerké mellet haladt el, amelyen ba
kétjegyii szam szerepelt. (b < a) Mekkora a kerékpar sebessége?

(E) Egy 90 km hosszu palyan egy kerékparos allandé sebességgel haladva
valamikor elhaladt egy kilométerko mellett, amelyre az ab kétjegyii szam volt irva.

Egy ora mulva a ba kilométerké mellett haladt el, majd ujabb egy ora elteltével
célba ért. Mennyi id6 alatt tette meg a 90 km —t?

(E) Hatarozd meg 3 — nak azt a legmagasabb hatvanyat, amellyel az 1 — té6l
1000 - ig terjed6 egész szamok szorzata oszthato!

(E) Hatarozd meg 7 — nek azt a legmagasabb hatvanyat, amellyel az 1 — t6l
1000 - ig terjed6 egész szamok szorzata oszthato!

(E) Tekintsiik a 100! = 1-2-...- 100 szamot. A 6 — nak, illetve a 4 - nek legfeljebb
mekkora hatvanyaval oszthato a szorzat értéke?

(E) Melyik az a legnagyobb természetes szam, amellyel biztosan oszthaté barmely
4;5; illetve 6 darab szomszédos pozitiv egész szam szorzata?

(E) Melyik az a legnagyobb pozitiv egész szam, amellyel tetszoleges n egész szam
esetén oszthaté n> — 5n3 + 4n?

(E) Egy derékszogii haromszog oldalainak mérészama egész, a haromszog
teriilletének mérészama a Keriillet méroszamanak haromszorosa. Mekkorak a
haromszog oldalai?
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143.

144,

145.

146.

147.

148.

149.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(E) Az A és a B felvaltva raknak egy téglalap alaku asztalra egy — egy 1 forintost,
mindaddig, amig mar nem fér tobb érme az asztalra. (A forintos érmék legfeljebb
csak érintkezhetnek, de még részlegesen sem fedhetik el egymast.) Az nyer, aki az
utolso forintot elhelyezi az asztallapra. Igaz — e, hogy mindig a kezdé fél nyer, ha
helyesen jatszik?

(E) Egy urnaban 100 golyoé van. Ketten, A és B felvaltva hiiznak; legalabb egy golyoét
hizni kell, de legfeljebb 6t golyét hizhatnak a jatékosok. Az nyer, aki utolsoként
huz. Mi annak a feltétele, hogy az nyerjen, aki a jatékot megkezdi?

(K) Ird fel 1 — t61 1000 — ig az egész szamokat egy kor mentén! Karikazzuk be 1 —
t6l kezdve minden 15. — et (azaz az 1,16,31, ... sth. szamokat), de az ismételt
koriiljarasnal vegyiik figyelembe a mar bekarikazott szamokat is! A bekarikazast
addig folytatjuk, amig djra egy mar bekarikazott szamhoz nem jutunk. Hany
szamot nem karikaztunk be?

(E) Egy férfi és egy né beszélget egymassal, s kideriil, hogy a férfinak van harom
gyermeke. Ezt kovetden a kovetkezo parbeszéd zajlik le kozottiik:

- Mennyi idések a gyermekek?

- Az életkoruk szorzata 72.

- Ennyibdl nem tudom kitalalni.

- Rendben, ha kimész, akkor a hazszam megadja az életkorok osszegét is.

- Megnéztem, de még mindig képtelenség rajonni.

- Nabh jo, de a legfiatalabb szereti az eperfagyit.

- Igy mar tudom!

Nos, mennyi idések a gyerekek?

(K) Bizonyitsd be, hogy nincs olyan szam, amelyben a szamjegyek szorzata 27 300!

(K) Bizonyitsd be, hogy nincs olyan 6 egymas utan kovetkezé pozitiv egész szam,
amelyek osszege 20027

(E) Bizonyitsd be, hogy ha egy kétjegyii szaimot megszorzunk kettével, majd az
eredmény utan irjuk az eredeti kétjegyii szamot, akkor olyan négy -, vagy otjegyi
szamot kapunk, amely oszthato 67 — tel!
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150.

151.

152.

153.

154.

155.

156.

157.

158.

159.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(E) Bizonyitsd be, hogyha egy haromjegyii szamot 6 — tal megszorzunk, majd az
eredeti szamot a szorzat szamjegyei utan irjuk, akkor olyan hat vagy hétjegyii
szamot kapunk, amelyik oszthaté 353 — mal!

(E) Egy haromjegyii szaimot megszoroztunk 9 — cel. igy egy olyan négyjegyii szamot
kaptunk, amelynek utolsé harom szamjegye azonos az eredeti haromjegyii szammal.
Bizonyitsd be, hogy az eredeti szam oszthaté 125 — tel!

(E) Bizonyitsd be, hogy ha egy hiaromjegyili szamot kétszer egymas mellé irunk,
akkor 13 — mal oszthaté szamot kapunk!

(E) Bizonyitsd be, hogy ha egy szam abcabc alaki, akkor a szam mindig oszthato
91 — gyel (a, b, ¢ szamjegyek)!

(E) Bizonyitsd be, hogy ha egy haromjegyii szamboél kivonjuk a szamjegyeinek
forditott sorrendben felirt haromjegyii szamot, az eredmény oszthato 9 — cel!

(E) Bizonyitsd be, hogy ha egy tetszdleges négyjegyil szam utolso jegyét a szam
elejére irjuk, s az igy kapott szamot az eredetibél kivonjuk, akkor 9 — cel oszthato
szamot kapunk!

(E) ird fel egy négyjegyii szamot és ird mellé ugyanezt a szamot. Bizonyitsd be, hogy
az igy kapott nyolcjegyii szam oszthaté 73 — mal és 137 — tel is!

(E) Egy szam szamjegyeit 0ssze vissza cseréljiik, majd a két szam koziil a nagyobbol
kivonjuk a kisebbet. Bizonyitsd be, hogy a kiilonbség oszthaté 9 — cel!

(K) Bizonyitsd be, hogy ha a pozitiv egész szamokat 6sszeadjuk 1 — t61 1000 — ig,
akkor a kapott dsszeg oszthato 11 — gyel!

(K) Bizonyitsd be, hogy barmely két szomszédos természetes szam szorzata paros!
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160.

161.

162.

163.

164.

165.

166.

167.

168.

169.

170.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(K) Bizonyitsd be, hogy barmely két szomszédos természetes szam osszege paratlan!

(K) Bizonyitsd be, hogy 46 darab egymast koveté természetes szam osszege nem
lehet 46 - tal oszthat6!

(K) Bizonyitsd be, hogy két egymas utani paros szam szorzata oszthato 8 — cal!

(K) Bizonyitsd be, hogy barmely 3 szomszédos természetes szam szorzata oszthato
6 —tal!

(K) Bizonyitsd be, hogy 4 egymast koveté pozitiv egész szam szorzata mindig
oszthato 24 - gyel!

(K) Bizonyitsd be, hogy barmely harom szomszédos természetes szam oOsszege
oszthato 3 — mal!

(K) Bizonyitsd be, hogy ha 6 egész szam osszege paratlan, akkor a szamok szorzata
paros!

(K) Bizonyitsd be, hogy két tetszéleges paratlan szam négyzetének kiilonbsége
oszthato 8 — cal!

(K) Bizonyitsd be, hogy harom egész szam kozott mindig van kett6, amelyek osszege
oszthato 2 — vel!

(E) Bizonyitsd be, hogy mindig kivalaszthaté négy paros természetes szam koziil
ketto6 ugy, hogy az 6sszegiik és a kiilonbségiik szorzata oszthaté legyen 12 — vel!

(E) Bizonyitsd be, hogy ot egész szam kozott mindig van harom, amelyek osszege
oszthato 3 - mal!
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171.

172.

173.

174.

175.

176.

177.

178.

179.

180.

181.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(E) Bizonyitsd be, hogy a 3 pozitiv egész Kitevdjii hatvanyainak az utolsé elétti jegye
mindig paros! (A 3 —at és a9 —et 03 —nak és 09 - nek tekintse!)

(E) Legyen A és B két olyan pozitiv egész szam, amelyek osszege 1000. Bizonyitsd
be, hogy A? utolsé harom szamjegye egyenlé B? utolsé harom szamjegyével!

(E) Bizonyitsd be, hogy n® — n oszthaté 6 — tal, ha n egy pozitiv természetes szam!

(E) Bizonyitsd be, hogy n® — n oszthaté 24 — gyel, ha n egy paratlan természetes
szam!

(E) Bizonyitsd be, hogy n3 + 5n Kkifejezés minden n természetes szim esetén
oszthaté 6 — tal!

(E) Bizonyitsd be, hogy n3 + 23n oszthaté 24 — gyel, ha n paratlan szam!

(E) Bizonyitsd be, hogy az n® — n? kifejezés, ahol n pozitiv egész szam, oszthat6
60 — nal!

(E) Bizonyitsd be, hogy ha n egy 3 — nal nagyobb paratlan természetes szam, akkor
n* — 18n? + 17 oszthat6 64 — gyel!

(E) Bizonyitsd be, hogy n°> — 5n3 + 4n oszthaté 120 — szal, ha n természetes szam!

(E) Legyenek n,k,m pozitiv egész szamok. Bizonyitsd be, hogy ekkor az
n-k-m-n?—k? - (n?—m?) - (k* — m?) oszthaté 120 — szal!

(E) Bizonyitsd be, hogy a 59" - (18" — 1) - (n? + 3n + 2) kifejezés minden pozitiv
egész esetén oszthato 2006 — tal!
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182.

183.

184.

185.

186.

187.

188.

189.

190.

191.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(E) Bizonyitsd be, hogy a 2"*1 . 32743 4 8. 771 &rtéke oszthaté 11 —gyel! (n € N)

n2

3
(E) Bizonyitsd be, hogy % 5+ % egész szam, ha n szintén egész szam!

. , 10*m-14+2 103" 3+8 . ‘s . .
(E) Bizonyitsd be, hogy 3 + 5 egész szim, ha n pozitiv egész szim!

(E) Bizonyitsd be a kdvetkezo oszthatésagot!

10 | 2001201 + 20022002 + 20032°3 + 2004200 + 20052°°5 + 20062706 + 1

(E) Bizonyitsd be a kiovetkezo oszthatosagokat!

A:17 | 10% — 74 B: 6| 3577 — 29987
C: 23| 1512345 | 12312345 D: 2014 | 20132913 4 20152015
E:311516%*° + 2025° + 4009° F: 3120012008 18482007 _ 17042006

(E) Bizonyitsd be, hogy a 333%** + 444333 értéke oszthaté 7 — tel! (n € N)

(E) Bizonyitsd be, hogy nincs olyan derékszogiu haromszog, amelynél két oldal
mértékszama paros szam és a harmadik oldal paratlan szam!

(E) Bizonyitsd be, hogy nincs olyan derékszogii hairomszog, amelynél mindharom
oldal mértékszama paratlan természetes szam!

(E) Bizonyitsd be, hogy nem létezik olyan haromszog, amelynek oldalai kiilonboz6k
és minden oldalanak mérészama 2 — nek pozitiv egész kitevojii hatvanya!

(E) Bizonyitsd be, hogy a derékszogi haromszog két befogojanak mértékszama nem
lehet egyidejiileg paratlan egész szam, ha az atfogo is egész szam!
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192.

193.

194.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(E) Dontsd el, hogy igaz, vagy hamis a kovetkezo allitas!
A: A 3190 _ on utolsé szamjegye 9.

B: Az 1000! 6sszesen 249 darab 0 — ra végzédik.
C:A 17—9 tizedestort alakjaban a tizedesvesszé utani 2005. helyen 7 — es szamjegy all.

D: 11 darab, egyenként 1;2;...;10;11 kg silya csomagot hiarom egyenlé silyu
részre lehet bontani.

E: Barmely pozitiv egész n esetén n® — n értéke oszthaté 3 — mal.

F: Barmely két egymas utani paros szam szorzata oszthato 6 - tal.

(E) Dontsd el, hogy igaz, vagy hamis a kovetkezé allitas!

A: Minden szam 6todik hatvanyaban az utolsé szamjegy megegyezik az eredeti szam
utolsé szamjegyével.

B: A 17—7 tizedestort alakjaban a tizedesvesszé utani 2010. helyen 8 — as szamjegy all.

C: Az 1;2,...;99; 100 szamok két csoportra oszthaték tigy, hogy minden szamot
valamelyik csoportba tesziink, a két csoportnak nincs kozos eleme, és az egy - egy
csoportban levé szamok szorzata megegyezik.

D: Van olyan derékszogii hairomszog, amelynek pontosan két oldala paratlan egész.

E: Barmely pozitiv egész n esetén n® — 5n3 + 4n értéke oszthaté 5 — tel.

F: Barmely négy egymast koveté egész szam osszege oszthaté 2 — vel.

(E) Dontsd el, hogy igaz, vagy hamis a kovetkezé allitas! (n € N)

A:10%|1-2-..-18-19 B: 5| 62009 4 72008 C:10|3737 — 2323
D: 5120012907 + 20022006 E: 10| 4260 + 2°8 F:11 | 8883 — 8003
G: 10 | 1472013 — 132013 H:30|29°+1 I:6/1717 + 1818
J:10 | 19562010 + 19821982 K: 6| 136 — 126 L:15]2%" -1

M: 5| 53242000 _ 23713000 N:6|17% —118 O:11]100" -1

P: 10 | 20122012 + 20132913 4 2014201 + 2015%01°
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Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Felhasznalt irodalom

(1) Hajdu Sandor; 2002.; Matematika 9.; Miiszaki Konyvkiado; Budapest

(2) Hajdu Sandor; 2005.; Matematika 12.; Miiszaki Konyvkiad6; Budapest

(3) Urban Janos; 2003.; Sokszinli matematika 9; Mozaik Kiadd; Szeged

(4) Urbéan Janos; 2007.; Sokszin{i matematika 12; Mozaik Kiado; Szeged

(5) Abraham Gabor; 2012.; Matematika 9; Maxim Kényvkiado; Szeged

(6) Abraham Gabor; 2012.; Matematika 12; Maxim Konyvkiadé; Szeged

(7) Urban Janos; 2014.; Sokszinli matematika feladatgytijtemény 9; Mozaik Kiado; Szeged

(8) Urban Janos; 2012.; Sokszinli matematika feladatgytijtemény 12; Mozaik Kiado; Szeged

(9) Gerdcs Laszlo; 2006.; Matematika gyakorlo és érettségire felkészito feladatgyiijtemény 1.;
Nemzeti Tankonyvkiadd; Budapest

(10) Dr. Gyapjas Ferencné; 2002.; Matematika feladatgyiijtemény 1.; Nemzeti
Tankonyvkiadd; Budapest

(11) Koranyi Erzsébet; 1998.; Osszefoglalo feladatgylijtemény  matematikabol;
Nemzeti Tankonyvkiadd; Budapest

(12) Vancs6 Odén; 2002.; Egységes Erettségi Feladatgylijtemény Matematika 1.;
Konsept H Konyvkiado; Piliscsaba

(13) Vancsé Odon; 2002.; Egységes Frettségi Feladatgylijtemény Matematika IL;
Konsept H Konyvkiado; Piliscsaba
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(14)

(15)

(16)

A7)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Fuksz Eva; 2011.; FErettségi feladatgyiijtemény matematikdbdl 9 — 10. évfolyam;
Maxim Kiado; Szeged

Frohlich Lajos; 2005.; 15 probaérettségi matematikdbol (kdzépszint); Maxim Kiado;
Szeged

Frohlich Lajos; 2007.; Plusz 15 probaérettségi matematikabol (kozépszint); Maxim
Kiado; Szeged

Frohlich Lajos; 2006.; 15 probaérettségi matematikédbol (emeltszint); Maxim Kiado;
Szeged

Ruff Janos; 2016.; Erettségi mintafeladatsorok matematikabol; Maxim Kiado; Szeged

Dobcséanyi Janos; 2013.; Feladattornyok matematikabol; Maxim Kiado; Szeged

Frohlich Lajos; 2006.; Alaposszefliggések matematikabol — emelt szint; Maxim Kiado;
Szeged

https://users.itk.ppke.hu/itk dekani/files/matematika/list.html

Sajat anyagok
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