Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Bizonyvitasok

Bizonvitasi modszerek:

Direkt bizonyitas:

Ez a leggyakoribb bizonyitdsi mddszer. Ennek lényege a kovetkezd: Ismert definiciok,
tételek segitségével 1€pésrdl 1épésre torténd kovetkeztetések levonasa utan jutunk el a
bizonyitand¢ allitashoz.

Indirekt bizonyités:

Ennek lényege a kovetkezd: Egy Aallitds bizonyitasat ugy végezzik el, hogy elészor
feltételezzilk az éllitds tagadasat, majd ebbdl kiindulva, 1€pésrdl 1épésre torténd
kovetkeztetések levonasa utan egy ismert allitassal ellentmond¢ allitdshoz jutunk. Ezt az
ellentmondast csak tigy oldhatjuk fel, ha a kiindulasi feltételezésiink (a bizonyitandé allitas
tagaddsa) nem igaz. Ekkor azonban az eredeti allitas igaz.

Teljes indukcio:

Ennek lényege a kovetkezd: A természetes szamokkal kapcsolatos allitast eldszor
ellendrizziik néhany konkrét szamértékre, pl.: n = 1 —re, n = 2 - re. Ezutan megmutatjuk,
hogy ha valamely k természetes szamra igaz az allitds (a k 1étezését mar szamitassal
ellendriztiik), akkor a kdvetkezd k + 1 természetes szamra is igaz lesz. Ekkor a tulajdonsag
k —rol k + 1 — re 6roklodik, vagyis az allitds minden természetes szamra igaz lesz.

Skatulya — elv:

Ennek lényege a kovetkez6: Azt hasznaljuk fel, hogy ha van n darab sktulyank, és ezekbe
n - nél tobb dolgot helyeziink el, akkor biztosan lesz legalabb egy olyan skatulya, amelybe
egynél tobb dolog keriil. Tovabba, ha az n skatulydba n - k — nal tobb dolgot helyeziink el,
akkor biztosan lesz legalabb egy olyan skatulya, amelybe k — nal t6bb dolog keriil.
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TETEL:
Ha egy szam osztdja egy 0sszeg minden tagjanak, akkor osztoja az 6sszegnek is.

Bizonyitas:
Ha az a szam osztja a b szamot, akkor a b felirhato a kovetkez6 alakban: b = k - a.

Ha az a szam osztja a ¢ szamot, akkor a c¢ felirhat6 a kovetkez6 alakban: ¢ = m - a.
Ebbdl a kovetkez6 adodik: b +c=k-a+m-a=(k+m)-a.

Ezek alapjan a (b + ¢) 0sszeg is oszthato lesz a — val.

]
TETEL:
Ha egy szam osztoja egy szorzat valamelyik tényezdjének, akkor osztdja a szorzatnak is.
Bizonyitas:
Ha az a szam osztja a b szamot, akkor a b felirhat6 a kdvetkezo alakban: b = k - a.
Tekintsiik a b szdm ¢és egy masik ¢ szdm szorzatat: b-c =k-a-c= (k- c)-a.
Ezek alapjan a (b - ¢) szorzat is oszthat6 lesz a — val.

[ ]

TETEL:
Egy természetes szam pontosan akkor oszthat6 4 - gyel, ha az utolso két szamjegybdl allo szdm
oszthato 4 — gyel.

Bizonyités:
Tekintsiink egy tetszéleges A szamot, s irjuk fel a helyiértékek segitségével a kovetkezd
alakban: A = 10™ - a, + -+ 10! - a; + 10° - a, (ahol a4, a,, ..., a,, a szdmjegyeket jeldlik).

Alakitsuk at a kifejezést a kovetkezoképpen:

A=10%- (10" 2. q, + -+ 101 - a; +10°-a,) + 10 - a; + a,.

Mivel a zéarojeles kifejezés 102 = 100 - zal szorozva biztosan oszthato lesz 4 - gyel, ezért az A
szam csak akkor lesz 4 — gyel oszthatd, ha a zardjel utan allo tagok osszege is oszthato 4 - gyel.
A zérgjel utan allo tagokat megvizsgalva azt kapjuk, hogy azok 0sszege éppen az A szam utolso

két szamjegyébdl képzett szam.

Ezek alapjan az A szam csak akkor oszthatd 4 - gyel, ha az utolsé két szamjegyébdl képzett
szam oszthato 4 - gyel.
|
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TETEL:
Egy természetes szam pontosan akkor oszthatd 3 - mal, illetve 9 — cel, ha a szamjegyek 0sszege
oszthato 3 —mal, illetve 9 - cel.

Bizonyités:
Tekintslink egy tetszéleges A szamot, s irjuk fel a helyiértékek segitségével a kovetkezd
alakban: A = 10™ - a, + -+ 10! - a; + 10° - a, (ahol a4, ay, ..., a,, a szdmjegyeket jel6lik).

Alakitsuk tovabb a kifejezést a kovetkezoképpen:

A=10" -q,+--+10' -a; +10°- a;=(14+99..9) - a,+--+ (1 +9): a; +a, =
=a,+99..9a,+-+a;+9a;+a,=99..9a, +--+9a, +a, +-+a, +ay =
=9-(11..1a,++a)+a,++a; + a,.

Mivel a zérdjeles kifejezés 9 - cel szorozva biztosan oszthat6 lesz 3 - mal és 9 - cel, ezért az A

szam csak akkor lesz oszthatd 3 - mal, illetve 9 - cel, ha a zargjel utan allo tagok Gsszege is
oszthato 3 - mal, illetve 9 - cel.

A zardjel utan allo tagokat megvizsgélva azt kapjuk, hogy azok éppen az A szdm szamjegyei.

Ezek alapjan az A szam csak akkor oszthatd 3 - mal, illetve 9 - cel, ha a szamjegyeinek 0sszege
oszthato 3 - mal, illetve 9 - cel.
[ |

TETEL:
Egy természetes szam pontosan akkor oszthaté 11 - gyel, ha szamjegyeit az utolsotol kezdve
valtakozo eljellel Gsszeadva a kapott 6sszeg oszthaté 11 — gyel.

Bizonyités:
Tekintsiink egy tetszéleges A szamot, s irjuk fel a helyiértékek segitségével a kovetkezd
alakban: A = 10™ - a, + -+ 10! - a; + 10° - a, (ahol a4, a,, ..., a,, a szdmjegyeket jel5lik).

Alakitsuk tovabb a kifejezést a kovetkezoképpen:

A=(10"+1) a,+(102—=1) -ay+ -+ (10" + 1) -an + (ag — a; + a, — - + a,)

Mivel a kifejezésben a szdmjegyek 11 — gyel oszthatd szamokkal vannak megszorozva
(11;99; 1001; ...), ezért az A szam csak akkor lesz oszthatdé 11 — gyel, ha a kifejezés végén
allo zarojeles Osszeg is oszthatd 11 — gyel. A zardjelben allo tagokat megvizsgalva azt kapjuk,
hogy azok éppen az A szamjegyei.

Ezek alapjan az A szdm csak akkor oszthatdé 11 - gyel, ha szdmjegyeit az utolsotol kezdve
valtakozo eljellel Gsszeadva a kapott 6sszeg oszthaté 11 — gyel.
]
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TETEL:
Végtelen sok primszam létezik.

Bizonyités:
Indirekt tegyiik fel, hogy véges sok primszam van, s legyenek ezek py, p,, ..., Pn-
Tekintsiik a primszamok szorzatanal 1 — gyel nagyobb szamot: A = p; *py * ... p, + 1.

Ha az A szam primszam, akkor talaltunk a p4, p,, ..., pn, primektdl kiilonboz6 primet.

Ha az A szam Osszetett szam, akkor a szamelmélet alaptételébol kovetkezik, hogy az A - nak
létezik primosztdja. Azonban az A alakja miatt pq,py, ..., p, nem osztéja A — nak, vagyis
l1éteznie kell az el6zoktol kiilonbozo primosztonak.

Ekkor ellentmondas adodik a kezdeti feltevéssel, s igy az nem teljesiilhet.

Ezek alapjan végtelen sok primszam van.



