Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnaziuma)

Mértani sor

DEFINICIO: (Sor)

Legyen adott egy (a,) valdos szamsorozat. A sorozat Gsszes tagjanak Osszegét, vagyis az
a; +a, + as ...+ a, + -+ végtelen sok tagu ,,formalis” 6sszeget sornak vagy végtelen valos
szamsornak (roviden: végtelen sornak) nevezziik.

Megjegyzés:
o A vegtelen sor elso n tagjabol allo dsszeget Sy, részletosszegnek nevezziik.

o Nem feltétlen kell az elsé tagtol osszegezni, képezhetjiik akar egy részsorozat 6sszegét is.

Példa

n
Tekintsiik az a,, = G) sorozatot és adjuk Ossze a tagjait: (S; jeloli az aktualis részosszeget)

Sl =a = 0,5, 52 =aq + a, = 0,75, 53 = aq + a, + as = 0,875,

Egyre nagyobb n — cket véve azt latjuk, hogy akar végtelen sok tagot is Osszeadva, az ebbdl
nyert sor 0sszege nem lesz nagyobb 1 — nél. Minél tobb tagot sszeadva, az 0sszeg minden
hatéron tal megkozeliti az 1 — et. Ezaltal mondhatjuk, hogy a végtelen sok tag dsszege 1.

Minden sorhoz hozzarendeljiik a részletdsszegek Sy; Ss; ... ; Sy ... sorozatat, s ez forditva is igaz,
minden sorozathoz lehet sort rendelni a tagjait megadva: a; = S; és a, = S, — Sp—1 (n = 2).

DEFINICIO: (Sor dsszege)

Egy valos sor konvergens, ha a részletosszegeibdl képzett S, sorozat konvergens. A sor
Osszegén az S; = ay; S, = aq + ay; ...; S, = a4 +a, + -+ + a, részletdsszegek sorozatanak
hatarértékeét értjiik, amennyiben az konvergens. Jeloléssel: S = lim §,,.

n—-oo

Megjegyzés:
Ha a részletosszegek sorozata nem konvergens, akkor a sornak nem létezik dsszege.

TETEL:
Ha egy végtelen valos szamsornak van véges 0sszege, akkor altalanos tagja 0 — hoz tart.

DEFINICIO: (Mértani sor)
Ha az a; + a, + --- + a,, + -+ végtelen sorban az a4, a,, ..., a,, ... tagok egy mértani sorozat
tagjai, akkor a sort mértani sornak nevezzik.

TETEL:
Ha egy mértani sor g kvociensére |q| < 1 teljesiil, akkor a mértani sor konvergens és dsszege
S = 1a_—1q. Minden mas esetben (|g| = 1) a mértani sor nem konvergens.
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Gyvakorlo feladatok

. Szamitsd ki a végtelen mértani sor 6sszegét, ha ismert a sor elso tagja és hanyadosa!

alzg;q=% b1=5;q=§ c1=—2;q=—%

d; =100;9=0,2 e;=-2;q=-0,1 f1=—60;q:—§
g1=1q=—3 hy=3;q=-04 ii=8q=0,5
ji=12q=7 ky=-2;q=0,1 L =-8q=1

m; =3;q=0,4 ny =259 =— p1=3V2;q=1-+2

V5-1

. Ismert a végtelen mértani sor elsé két tagja. Add meg a hanyadosat és az osszegét!

a1=4;a2=—1 b1=3,b2=2 C1=2;C2=1'5
V3 2:43-1
dy=1d,=5 er=2;e; =2 fi=5f2="—

. Ismert a végtelen mértani sor két tagja. Add meg a hanyadosat és az osszegét!

a2=6;a3=—3 b4=8;b5=12 Cl=8}03=2

. Ismert a végtelen mértani sor elsé tagja és osszege. Hatarozd meg a hanyadosat!

a,=3;S="1 b, = 6;S = 600 c;=15S=4
2

. Hatarozd meg a mértani sorozat elso tagjat, ha a hz’myadosa% és a sorozatbdl képzett
sor osszege 3!

. Hatdrozd meg a mértani sorozat elsé tagjat és hanyadosat,haa, = 1,5¢és S = 6!



10

11.

12.

13.

14.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnaziuma)

Egy végtelen mértani sor dsszege %. Hatarozd meg a mértani sorozat elso tagjat és
hanyadosat, ha a masodik és elsé tag kiilonbsége —30!

£ . . . 32 P . . s ez, 7z
Egy végtelen mértani sor osszege 5 Hatarozd meg a mértani sorozat els6 tagjat és
hanyadosat, ha az els6 és masodik tag 6sszege 10!

Egy végtelen mértani sor osszege 4. Hatarozd meg a mértani sorozat elsé tagjat és
hanyadosat, ha a harmadik és negyedik tag kiilonbsége 1!

. Egy végtelen mértani sor osszege 2a,. Hatarozd meg a mértani sorozat elsé tagjat és

hanyadosat, ha az 6todik tagja 1!

Egy végtelen mértani sor osszege (1 — q)?. Hatirozd meg a mértani sorozat elsé

tagjat és hanyadosat, ha a negyedik tagja (g) !

Mennyi a mértani sor 6sszege, ha ismert két részletosszege: S, = 6 és S3 = 7?

Szamitsd ki az a,, = 1, illetve a b,, = (—1)" sorozatokbol képzett sorok dsszegét!

Szamitsd ki a kovetkez6é mértani sorok dsszegét!

A=+ 4+ B=(-1)+(-2)+(-4)+ C€C=3+9+27+--
1,1 10 | 50 9 9 9
D—1+E+Z+"' E—Z—?'F?—"' F—E-FM-FM-F‘“
8 16
G=1-1+1-1+-- H=4—§+;—--- I=1+2+4+-
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15. Szamitsd ki a kovetkezo mértani sorok osszegét!

A=10+5+3+ -+ B=18+6+2+ -+ o+
—_q_Y_4_ 4 - _ _3 n,
C=—4-Z-— —+ 6+3 -2+t ()" =
4 4 1\ 1 1\n1
E=—4+5-S+-+12-(=3) +=~  F=2-1+43+-+2-(=3) +-
G=1+3+ g+ H=1+Z+ =+

I=9-3+1—+(-1D)™1-33"4... J=4-3-V2+4,5—-

n-1
Y 1 1
A SR - T

T L:x/i—1 2-V2 2

_ V2 1 V2
K=1-3+ 40+ (-5)
16. Szamitsd ki a kovetkezo mértani sorok osszegét!
A = sin 60° + sin? 60° + sin3 60° + -+ + sin™ 60° +
B = sin 30° + sin? 30° + sin® 30° + --- + sin™ 30° +
C = cos45° + cos? 45° + cos® 45° + --- + cos™ 45° +

D = cos 60° + cos? 60° + cos® 60° + --- + cos™ 60° +

17. Szamitsd ki a kovetkezo mértani sorok osszegét!

1 1 1
it eyt Tt

B=1+L+...+(L)n_1+...

x2 +1 x2+1

x2

xt+1

c=1+

18. Hatarozd meg az alabbi mértani sorok dsszegét!

A=%z,2-(5) B=Yro(-3)

19. lgazold, hogy Y gy ——— —L =1

n-(n+1)
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Igazold, hogy az i + % + i TR végtelen sok tagu Osszeg értéke %!

Szamitsd ki a log, (logs (i/g V535 .- *V5 - ... )) kifejezés pontos értékét!

256

Oldd meg a kovetkezo egyenletet: x> + x3 + x* + --- = sin?45°!

Egy végtelen mértani sor els6 tagja 1 + 2x, a masodik tagja 4x*> — 1. Add meg az x

értékét ugy, hogy legyen a sornak osszege és hatarozd meg az osszeget!

ird fel kozonséges tort alakban a kovetkez6 szamokat!

A=0,2
D =0,1228
G=0,132

ird fel kozonséges tort alakban a kovetkezo szamokat!

A=0,5
D=0,108
G=0,21

ird fel s tort alakban a kovetkezo végtelen szakaszos tizedestorteket! (p,q € Z; q # 0)

A=1,4
D =52,261565

G =1,12405

B=0,15
E=0,3
H=0,54321

B=0,12
E=0,9
H =0,12345

B =214
E=1,34
H = 12,3456

C=0,235
F=0,23
1=0,39
C=0,039
F=0,61603
1=0,4

C=3,1205
F =12,456
I=1,2345
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ird fel s tort alakban a kovetkez6 végtelen szakaszos tizedestorteket! (p,q € Z; q # 0)

A=054 B =-12,39 Cc=2,157
D = 2,345 E =1,2345 F=4,3214
G =303 H=3,214 I =13,1234

ird fel két egész szam hanyadosaként a kiovetkezo végtelen szakaszos tizedes torteket
két kiilonb6z6 modszerrel!

A=01 B =0,203 C=92876

Add meg a miivelet eredményét 5 tort alakban, ahol p,q € Z és q # 0.

A=0,8+07 B=13-21 c=(0,1)°
D=— E=0,62-0,52 F=12-28
0,36
¢=(27)’ H= ~ (0,801 + 1)
=(2,7) = o3 I—(O,801+m)
J= 034‘;7 K = (2-0,207)° L = (1,7002)3 — (0,8001)3

Add meg a miivelet eredményét s tort alakban, ahol p,q € Z és q # 0.

1 1 1 1
1+—=+
045 * (045)°  (045)° (045"

Igazold a kovetkezoket!

A=09=1 B=049=05 c=0,i7=;—; D=119=

Bizonyitsd be, hogy az A = 3,999 .... = 4 (a végtelen sok tizedesjegy mindegyike 9)!
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Hatarozd meg az x szamjegy értékét, ha tudjuk, hogy az A = 0,4k szam egy
racionalis szam négyzete!

Tudjuk, hogy az A = % hanyados egész szam. Hatarozd meg az x szamjegy értékét!

Oldd meg az x szamjegyreaz 1,x - 3,x = % egyenletet!

Zoli a szamologépével kisérletezett és érdekes dolgot tapasztalt. Kezdetben beirt egy
kétjegyii természetes szamot, elosztotta 9 — cel, majd az igy kapott szimot oszotta 9 —
cel, ezutan ezt osztatotta 9 — cel és igy tovabb. Zoli azt vette észre, hogy akarmelyik
kezdeti szambdl indult is ki, elébb — utébb eredményiil mindig 0 — t kapott. Hogy
lehetséges ez? (Hiszen pozitiv szamnak a fele is mindig pozitiv.) Mit kap eredményiil
Zoli, ha az el6zo eljarasban:

a) tetszolegesen nagy (2 — nél tobbjegyii) szammal kezd;
b) 9 helyett csak 2 — vel végzi az osztasokat;

C) negativ szammal kezd?

Idi az 1—-14+1—-1+-+ (1" +... végtelen osszeg értékét szeretné
meghatarozni. Haaz (1 — 1) + (1 — 1) + --- zardjelezést alkalmazza, az 6sszeg értéke
0lesz; hapedigaz1 + (-1 + 1) + (—1 + 1) + --- zarojelezést, akkor az osszeg értéke
1. Hogyan lehetséges ez? Melyik a helyes eredmény?

Egy a hegyesszog egyik szaran a csdcstél x tavolsagra jeloljiink ki egy P pontot.
Vetitsiik ezt merélegesen a masik szarra. A most kapott P, pontot vetitsiik vissza
meroéolegesen a masik szarra. Folytassuk ezt végtelen sokszor. Mekkora az igy
keletkez6 torott vonal hossza?

Egy 2 egység oldalu szabalyos haromszognek rajzoljuk meg a kozépvonalait. A kapott
kozépvonal - haromszognek tjra rajzoljuk meg a kozépvonalait. Folytassuk ezt
végtelen sokszor. Hatarozd meg a keletkezett kozépvonal - haromszogek Keriiletének,
illetve teriiletének osszegét!
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Vegyiink egy egységnyi oldali szabalyos hiaromszoget (A;), majd tavolitsuk el a
kozépvonlai altal alkotott haromszog belsejét (A,). Tegyiik ezt meg ujra a
fennmarado harom haromszoggel (A3), majd ezt ismételjiik a végtelenségig. A
keletkezett alakzat neve Sierpinski — haromszog. Mekkora az eltavolitott részek
teriillete? Mekkora az dsszes berajzolt kozépvonalak hossza?

Egy kartonlapbdl egységnyi teriiletii szabalyos haromszoget készitiink, majd a
kozépvonalak altal meghatarozott négy haromszog koziil a felsét pirosra, a bal oldalit
sargara és a jobb oldalit kékre szinezziik (a haromszoget az alapjara allitottuk).
Ezutan az eljarast a kozéps6, még szinezetlen haromszoggel folytatjuk: behizzuk a
kozépvonalait, s az igy kapott négy haromszog koziil a felsot pirosra, a bal oldalit
sargara és a jobb oldalit kékre szinezziik stb. Tetszolegesen sokaig folytatva a
szinezést, mekkora lesz a piros, sarga, kék és fehér (szinezetlen) teriiletek nagysaga?

Tekintsiink egy egységnyi oldali szabalyos haromszoget, majd harmadoljuk minden
oldalat. A kozéps6 harmadokra irjunk Kkifelé Gjabb szabalyos haromszogeket. Az
elébbi 1épést ismételjiilk meg most mar ezen alakzat oldalaival: harmadoljuk mindet,
majd irjunk a kozépsé6 harmadokra Kkifelé szabalyos haromszogeket. Most
képzeletben folytassuk ezt a tevékenységet a végtelenségig. Ezzel egy ,,csillag”
keletkezik: a végso format Koch — féle hopehelynek nevezik, amely 6nhasonlé alakzat
(fraktal), vagyis barmilyen kis részletet tekintiink beldle az hasonlé az egészhez.
Mekkora a kialakul6 alakzat keriilete és teriilete?

Egy 2 egység oldali szabalyos haromszog beirt korébe szabalyos haromszoget irunk.
E haromszog beirt korébe szintén szabalyos haromszoget irunk. Hatarozd meg az
osszes haromszog keriiletének, illetve az o6sszes kor teriiletének 0sszegét, ha az eljarast
végtelen sokszor ismételjiik!

Az ABC egyenlo szara derékszogi haromszogben vegyiik fel az atfogoval parhuzamos
kozépvonalat! A keletkezett uj egyenlé szaru derékszogii haromszogben ismét
rajzoljuk be az atfogoval parhuzamos kozépvonalat. Az eljarast végtelen soksor
ismételve hatirozd meg a kozépvonalak hosszanak osszegét, ha AC = CB = 1!

Egy derékszogii haromszog egyik szoge 30°, szemkozti oldala a hossziisagi. Allitsunk
meroélegest az atfogora a derékszogi csucsbol, a kapott P, talppontbol pedig a
hosszabbik befogora. Az igy kapott P, talppontbdl ujra allitsunk merdlegest az
atfogora. Ismételjilkk meg ezt végtelenszer. Mekkora a keletkezé torott vonal hossza?
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Az abran egy Kkis orszag derékszogii haromszog alaku zaszlajat latjuk. A haromszog
rovidebb befogoja 80 cm, a hosszabb 140 cm. Minden egyszinii kis haromszog
hasonlo a zaszlohoz.

a) Add meg a szines részeket elvalaszto torottvonal hosszat!

b) Hanyszor nagyobb a zo6ld szinii részek teriilete a piros szinii részeknél?

/7

Rajzoljunk egy a oldala négyzetet. A négyzet oldalfelezé pontjai altal meghatarozott
négyszogben kossiik 0ssze az oldalfelez6pontokat. Ismételjiik ezt meg végtelen
sokszor. Mekkora a keletkezo négyzetek keriiletének és teriiletének osszege?

Az a oldalu négyzet oldalait osszuk fel az egyik csucspontjatol kezdve 2: 3 aranyban.
A kapott osztopontok ismét négyzetet hataroznak meg. Ennek az oldalait is osszuk fel
az adott aranyban. Folytassuk ezt végtelen sokszor. Mekkora a kapott négyszogek
keriiletének, illetve teriiletének 6sszege?

Egy egységnégyzet egyik oldalat harmadoljuk, és a kozéps6é harmad folé befelé irt
négyzetet tavolitsuk el. Ezutan az iires hely legbelso oldalat ismét harmadoljuk, majd
irjunk a kozépso harmad folé kifelé négyzetet. Ezt folytassuk, valtakozva a befelé irt
négyzet kivagasaval és a Kkifelé irt négyzet hozzaadasaval. Mennyi a keletkezett
alakzat teriilete?

Képzeljiikk el a kovetkezd alakzatot. Induljunk ki egy négyzetbdl, harmadoljuk
minden oldalat, és a kozépsé harmadokra kifelé rajzoljunk ujabb négyzeteket. Az igy
létrejott kiils6é hatarolo szakszokat ismét harmadoljuk, majd a kozéps6é harmadokra
kifelé rajzoljunk négyzeteket — és igy tovabb, folytassuk a végtelenségig az eljarast.
Mekkora a végiil kialakulé alakzat Keriilete? Mekkora a teriilete?

9



51.

52.

53.

54,

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnaziuma)

Tekintsiink egy egység oldali négyzetet. Osszuk fel az oldalakkal parhuzamos
egyenesek segitségével 9 egybevago négyzetre, majd hagyjuk el a kozépsé négyzetet.
A megmaradt 8 négyzettel ismételjiik meg az eljarast. Add meg az n — edik 1épés utan
keletkezo sikidom keriiletét (a hatarolé szakaszok hosszanak osszegét) és teriiletét!

Egy r sugari korbe négyzetet irunk, amibe érintokort, majd ismét négyzetet.
Folytassuk ezt végtelenszer. Mekkora a korok, illetve négyzetek Kkeriileteinek osszege?
Hatarozd meg a korok és négyzetek teriileteinek osszegét!

Irjunk egy r sugari korbe szabalyos hatszoget. A kapott hatszog beirt korébe irjunk
ujra szabalyos hatszoget, és igy tovabb. Mekkora lesz a beirt hatszogek keriileteinek,
illetve teriileteinek az o6sszege?

Az AB szakasz hossza 10 cm. Az abra alapjan csigavonalat rajzolunk félkorok
segitségével ugy, hogy mindegyik koriv sugara fele az el6zonek.

a) Milyen hosszu az n — edik félkoriv hossza?

b) Milyen hosszu az els6é 10 félkorivbol allé csigavonal?

c) Mikor lesz a csigavonal hossza kb. 30 cm?

d) Lehet - e a csigavonal hossza kb. 50 cm?

e) Hany lépés utan kapunk hosszabb spiralist, mint az AB atmérdji kor keriilete?

f) Mekkora lesz 10 1épés utan a spiralis hossza, ha nem befelé, hanem Kkifelé
haladunk? (A masodik félkor sugara 10 cm, a harmadiké 20 cm, stb.)

10
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Egy r sugara gombbe kockat irunk, a kapott kockaba pedig gombét. E gombbe ujra
kockat irunk, és igy tovabb. Hatidozd meg a kockak térfogatanak osszegét!
Hanyszorosa az eredeti gomb felszinének a kapott kockak felszinének osszege?

Egy farad négyzet alapu, egymasra épiilt csonka gulakbol épitteti a sajat és utodai
piramisat ugy, hogy a csonka gulak hasonlok, és térfogatuk a kozvetlen alattuk lévok
térfogatanak fele. Elérheti - e a piramistorony a 10 m magassagot, ha a legalso
magassaga 2 m?
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