Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé6 Gimnaziuma)

Sorozatok hatarértéke

A hatarérték szemléletes megfogalmazasa:
Tekintsik az a,, = 2 + % sorozat tagjait:

a; =3;a,=25a; =2,3;a, = 2,25;a5 = 2,2; ...; a10 = 2,1; ...; Q100 = 2,01; ...
Azt sejtjiik, hogy a sorozat tagjai a végtelenhez tartva megkdzelitik az A = 2 értéket.

A szamegyenesen legyen a 2 egy katonai bazis helye, a sorozat tagjai pedig a kdzeledo ellenség
katonai. A bazishoz tartozik egy védett teriilet (kdrnyezet), amelyet egy kerités (kiiszob) véd.
Amennyiben a fél teriilet szélessége, vagyis a bazistol a keritésig terjedd szakasz hossza (a
kornyezet sugara) 0,01, akkor a sorozat elsd 100 tagja (ellenséges katona) nem tartdzkodik a
keritésen beliil, vagyis kiviil esnek a kdrnyzeten, nem 1épték at a kiiszobot. Ha tovabb szikitjiik
a teriilet fél szélességét 0,001 — re, akkor a sorozat els§ 1000 tagja marad a teriileten kiviil.
Ebbdl kovetkezik, hogy barmennyire sziikitjiik a teriiletiinket, a hataron beliil végtelen sok, rajta
¢s azon kiviil véges sok tagja szerepel a sorozatnak. Azaz 2 barmely kornyezetén kiviil mindig
csak véges sok tagjat, azon beliil viszont végtelen sok tagjat talaljuk a sorozatnak. Mésképpen
fogalmazva, ha feléllitottuk a keritést valahova (megadtuk a kérnyezet sugarat), akkor a sorozat
tagjai kozott egy id6 utan csak olyanokat talalunk, amelyek a teriileten beliil tartézkodnak. Ezek
alapjan minden kornyezethez megadhat6 egy olyan kiiszobszam, hogy az utana kovetkezo
Osszes tag mar a 2 adott kornyezetén beliil legyen. A kiiszob értéke fligg az udvar szélességétol:
nagyobb teriiletre hamarabb, kisebb udvarra késobb jut be a sorozat.

DEFINICIO: (Tavolsag)
A szamegyenes A és B pontjanak (az A és B valds szamoknak) d (A4, B) — vel jelolt tavolsagan
ad (A,B) = |A — B| valds szamot értjik.

DEFINICIO: (Kérnyezet)

Egy tetszdleges A valds szam & > 0 (epszilon) sugart kdrnyezetén azokat az x valds szamokat
értjiik, amelyek A — tol vett tavolsaga a szamegyenesen Kisebb, mint ¢,

Jeloléssel: |[x —A| < e, vagyx €A —g;A+e[,vagyA—e<x < A+e¢.

TETEL:
Végtelen sok egymasba skatulyazott, zart intervallumnak van kdzos pontja. Amennyiben az
intervallumok hossza minden pozitiv szamnal kisebb¢ valik, akkor egy k6zos pont van.
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DEFINICIO: (Sorozat hatarértéke)

Az A szamot az (a,) valdés szamsorozat hatarértékének nevezziik, ha barmely € > 0 valds
szamhoz talalhat6 olyan N pozitiv egész, hogy minden n > N esetén |a, — A| < e.

Jelolés: 7{1_51010 a, = A (ejtsd: limesz n tart a végtelenhez); a,, = A.

Megjegyzés:

o Az A szamot az (a,) valds szamsorozat hatarértékének nevezziik, ha A barmely kornyezetén
beliil a sorozatnak végtelen sok, azon kiviil pedig csak véges sok tagja van.

o Az |a, — A| kifejezés a sorozat n — edik tagjanak A — t6l valo eltérését jeloli.
e Alegkisebb N szdmot kiiszobindexnek (kiisz6bszamnak) nevezziik.

o A kiiszobszam fiigg a kornyezet sugaratol: minél sziikebb a kéornyezet (minél kisebb az
€ értéke), anndl késobbi taggal lép a sorozat a kérnyezetbe (az N értéke anndl nagyobb).

o A sorozat hatarértékének vizsgalata megegyezik a fiiggvények +oo - ben vett hatarértékének
vizsgalataval.

o A sorozat hatarértéke nem feltétleniil eleme a sorozatnak.

DEFINICIO:

Egy (a,) valds szamsorozat a +oo - hez (—oo - hez) tart, ha barmely € > 0 szamhoz van olyan

N szam, hogy han > N, akkor a,, > ¢ (a, < €).Jelolés: lim a,, = +oo, illetve lim a,, = —co.
n—oo n—oo

DEFINICIO: (Konvergens sorozat)

Ha egy sorozatnak van A € R hatarértéke, akkor konvergens sorozatnak nevezziik.
Megjegyzés:

o A konvergens sorozat tetszolegesen kozel keriil hatarértékéhe:z.

e Ha a sorozat a hatarértéket egy oldalrol kozeliti meg, akkor bal oldali, vagy jobb oldali
hatarértékrdl beszéliink. Gyakori azonban a mindkét oldali kozelités. Pl.: (a,) = (—1)™ - %

DEFINICIO: (Nullsorozat)
Ha egy sorozat konvergens, s hatarértéke 0, akkor nullsorozatnak nevezziik.
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DEFINICIO: (Divergens sorozat)
Ha egy sorozatnak nincs hatarértéke, vagy a hatarértéke +oo, akkor divergens sorozatnak
nevezziik.

Megjegyzés:
Példak divergens sorozatokra: (a,) = n? + 3; (b,) = —n'%; (¢;,)) = (-3)™.

TETEL:
Minden konvergens sorozatnak csak egy hatarértéke van.

TETEL:
Minden monoton és korlatos sorozat konvergens.

TETEL:
Ha egy sorozat monoton és konvergens, akkor korlatos.

TETEL:
Minden konvergens sorozat korlatos.

Megjegyzés:

o A korlatossag a hatarérték létezésének sziikséges, de nem elégséges feltétele.
Pl.: (a,) = (—=1)" korlatos, de nem konvergens sorozat.

e Ha a sorozat korlatos és konvergens, attél még nem biztos, hogy monoton.

o Novekvé (csokkeno) sorozat esetén az also (felso) korlat az elsé elem, a felso (also) korlat
pedig a hatarérték.

o Komplex vizsgalat esetén célszerii eloszor a hatarértéket kiszamolni, majd a monotonitadst
attekinteni, s ezutdn megadni a korlatossdagot.

TETEL:
Ha az a, nullsorozat és a b,, sorozat korlatos, akkor a két sorozat megfeleld tagjai szorzatabol
képzett sorozat is nullsorozat.
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TETEL:
Ha az a, és b, konvergens sorozatok, tovabba lim a, = A, illetve lim b, = B, ekkor

n—-oo n—-oo

teljesiilnek a kovetkezok:

1. az (a, + b,) sorozat is konvergens és lim (a,, + b,) = A+ B
n—->oo

2. az (a,, — by) sorozat is konvergens ¢s lim (a, —b,) = A —B
n—>oo

3. az (a, - by,) sorozat is konvergens és lim (a,, - b,) = A-B
n—-oo

: A A
4. az (a—") sorozat is konvergens éslim = = = (B; b, # 0)
by n-oo by, B
5. a(c - a,) sorozat is konvergens éslim c-a, =c- A (c eR)
n—->oo

6. az (a,’n) sorozat is konvergens éslim a,’» = A8
n—oo

TETEL:
Ha az a,, konvergens sorozat (a,, = 0) és lim a, = A, akkor a ,/a,, sorozat is konvergens és
n—-oo

lim \fa, = VA.

TETEL:
Ha lim a,, = 400, vagy lim a, = —oo, akkor lim L=o.
n—oo n—oo n—oo dn

TETEL: (Rendér - elv)
Ha barmely n—re a,, < ¢, < b, és lim a, = a, illetve lim b,, = a, akkor lim c¢,, = a.
n—-oo

n—-oo n—-oo

DEFINICIO: (Cauchy - sorozat)
Az (a,) valds szamsorozatot Cauchy — sorozatnak nevezziik, ha barmely € > 0 valds szamhoz
talalhat6 olyan N pozitiv egész, hogy minden m,n > N esetén |a,, — a,,| < €.

Megjegyzés:
Az, hogy egy szamsorozat tetszdlegesen megkozelit egy szamot, megegyezik azzal, hogy a
sorozat tagjai tetszolegesen megkozelitik egymast.
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TETEL:

Az (a,) valds szamsorozat akkor és csak akkor konvergens, ha Cauchy — sorozat.

TETEL:

Minden korlatos valds szamsorozatnak van legalabb egy konvergens részsorozata.

TETEL:

Konvergens sorozat barmely részsorozata is konvergens és hatarértéke egyenlé az eredeti
sorozat hatarértékével.

TETEL:

Ha egy sorozatnak van két konvergens részsorozata, amelyek hatarértéke kiilonboz6, akkor a
sorozat divergens.

TETEL:

Ha az a,, és b,, konvergens sorozatok, tovabba a,, < b,, mindenn > k (k rogzitett szam), akkor
lim a, < lim b,.
n—-oo n—-oo
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TETEL:
Legyen a,, és b,, valds szamsorozat.

1. Ha lim a, = 4o ¢és lim b, = B, akkor hm (an + b,) = +0 &s hm (an — by,) = +oo,

n—-oo n—-oo

illetve lim (b, — a,) = —oo és lim (a,, - n) = 400 aszerint, hogy B > O vagy B < 0.
n—oo n—»oo

2. Ha lim a,, = —oo ¢és lim b,, = B, akkor hm (an + b,) = —0 &s hm (an b,) = —

n—-oo n—-oo

illetve lim (b, — a,) = +o0 és lim (a, - n) = 400 aszerit, hogy B < O vagy B > 0.
n—oo n—»oo

3. Ha lim a,, = 400 és lim b, = +oo, akkor hm (an + b,) = +0¢&s hm (an b,) = +oo.

n—-oo n—-oo

4. Ha lim a,, = —o0 és lim b,, = —oo, akkor lim (a,, + b,) = —o és lim (a, * b,) = +o.
n—-oo n—-oo n—-oo n—-oo

5. Ha lim a,, = 400 és lim b, = —oo, akkor lim (a, — b,,) = + és lim (a,, * b,) = —oo.
n—-oo n—-oo n—-oo n—-oo

6. Ha lim a,, = —oo és lim b,, = +oo, akkor hm (an —b,) = —0¢s hm (an b)) = —oo.
n—oo n—-oo

7. Ha lim @, = o0 és lim b, = B, akkor lim 22 = 0.

n—oo n—oo n—oo an

8. Ha lim a,, = 400 és lim b, = B, akkor lim Z—” = too aszerint, hogy B > 0, vagy B < 0.

n—oo n—oo n—oo Un

9. Ha lim a,, = —oo és lim b, = B, akkor lim Z—” = too aszerint, hogy B < 0, vagy B > 0.

n—oo n—oo n—oo Un

10. Ha hm a, =0 (a, > 0), akkor lim — = 4o0, aszerint, hogy a,, > 0, vagy a,, < 0.

n—oo An

Megjegyzés:
A sorozatok hatarértékére vonatkozo miiveletek aloli kivételek, uigy nevezett hatdrozatlan esetek
+0 +0 0

a kovetkezdk: (£o0) — (oo ) sy 0e (£0); 1%°; 0%; (£0)°.
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Nevezetes hatarértékek:

( +o00,hagq >1

lLLhag=1
e limq" =<

n—-oo

0,halq|l <1

nem létezik,ha q < —1

e lim vn =+

n—-oo

e lim“Ya=1haa>0

n—-oo

e P(n)=aqn*+ap_n* 1+ +an+a, (ap # 0;k > 1)

+o0o,ha a, > 0
A P polinomfiiggvény hatéarértéke: lim P(n) =
n-oo

—oo,haa, <0
e P(n)=aqn*+ap_n* 1+ +an+a, (ap # 0;k > 1)
Q (n) = bynT 4+ by_n9* + -+ bin+ by, (bq +0;q = 1)

( 0,hak <gq

ay _
—bq yhak =q
P(n) _

n-0 Q@M | Lo hak > qés ~£>0
q

k—m,hak>qés%<0
bq

n
e lim (1+2) = lim (143 +5++=) = e ~ 2,718 (Euler - féle irracionalis szam)

n—-oo n—-oo

e lim (1 +§)n = ek

n—-oo
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Gyvakorlo feladatok

1. Add meg a P kozépponti, € sugara kornyezetet intervallumként!

A:P=25ée=47 B:P=6ése=2 C:P=—1ése=1
D:P=23és¢g=3,2 E:P=3ése=2 F:P=8éss=§
G:P=-10ése=0,001 H:P=vVSése=1+5 1:P=4—§ése=§

2. Add meg az intervallumokat kornyezetként (P kozéppontjaval és & sugaraval)!

A=]§;$[ B=102;1,4] C=1-3:1]
D=1-24-1] E=137;53| F=1-1,8;3,6[
G =112,6:13,2[ H=1-0,5;1,8] I1=1-5-2,7[
6 22
]=]§;7[ K={xeR|1,3<x<18 L={x€R|2<x<46}

3. ird fel a kovetkezé P szamok £ sugari kornyezetébe es6 egész szaimokat! Hatarozz meg
ketté, az adott & sugart kornyezetbe es6 Q\Z - beli szamot is! Add meg
intervallumként a kornyezetet!

A:P=1ése=2 B:P=3,4és¢=0,5
C:P=246és=0,2 D:P=1+2ée=V2-1

4. Add meg az A = 7 szam & = 4 sugaru kornyezetébe es6 valds és természetes szamokat!

5. Van - e kozos része az egyes intervallumsorozatnak? Melyek egymasba agyazottak?

A, =[n;n+ 2] B, =]-n;n| C,=[n-3;5n|
D, =[10-2;10+] E, =]10;10 +]] F, =[10;10 +1
Gn=[1+3;2+2] Hy,=[2+3;2+2 L=[2-2:3+5

8
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add is meg!
o= [0:2]
D, = ]2 - %; 3[

G,=[1;2+10"[

1ot
[V vn +1]

[3;3 + 277

. Hatarozd meg a kovetkezo sorozatok hatarértékét!

2

a =
n o 3n47
9n? +1
d,=———
-70n + 12
_2n1%-9n7 - 11
In = " "ens 3
_ 4 -5n
In=79."22

k, =

_5n+8

n-1

-2n3 +n%-n

" 3n3 - 12n + 2008

n2Z +23n

21n1% — - n18

ns + 6n — 1010
2n5+9n3 +5

. Hatarozd meg a kovetkezo sorozatok hatarértékét!

_ 8n+3
n T 110 -7
d _113—2n2
n nZ —5n
n3 +4n+10

9In = 15 " 1o0ont +n

_ 8n% +5n+4
In =32 711

k=

7
2n? - 5n

n? - 4n

~ n3 —100n2

12 -7n
14n - 35

on® 4+ 3n3 —7n2 +2
V3:n5—-8n%+5n

C,=

F, =

6. Van - e kozos része az egyes egymasba skatulyazott intervallumoknak? Ha igen, akkor

-3+

10;27"]

I, = [(—1)"'1—11; 1]

L, =

nS—4n+7
n% + 5n - 100w

n% +7n

T n3-n+2

_13n%-4n+1

7n + 100

n*+19
n2 — 5n3

n? - 6n
n+ 1000

2n? +3n

T 5n2-8n+6

2450+ 312
T nZ-4an-1

n-11
n2+4n+ 3w
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9. Hatarozd meg a kovetkezo sorozatok hatarértékét!

a =3 p. = 2n+9 c _2n%-n
L nT 31 nTo5p+3
n2-7n+1 3n+2 13n3 — 7n? + 8n

d = —— e = — f == —

n 3n2 +7 n o 5p2-2n-1 no V2-n-2n2+1

_2n®-3n?+4n+5 h _3n%-1 i _n?+4n-1
In = 53 zonz 130+ 1 n T on+1 nT o3 4T+ 2

_ 2nZ +1 k. = nt-an+7 L = 3nd-sn?+m-n
In = Sonv12 n T 44 5n—-100 nT gt 1303 —V3-n+1

10. Hatarozd meg a kovetkez6 sorozatok hatarértékét!

a _n3—4n b _5n2—4-n+3 c _2n+1
n T 24 2n T oop2_p-2 n 7n-5
d. =81 e — 5n2022 — 2021 f.= 2n? +1
nT2n+3 n T 2023 _p 42024 n50n+12
2
_3n3-4n-8 h _n?-2 2n’-n i _ (m®+1)
9n = 2n3 — n2 nT o3, 6n+5 L
. (m-2)3 k _ (n-1)-(n+2) I _ (n-6)-(n+6)
n8n2+7n nT (3n+4)? nT (2n+1)3
11. Hatarozd meg a kovetkezo sorozatok hatarértékét!
a _ nt -1 p. —3n-4 c _3-Vn+2
" "= Tes " T m
3 5
d. — 2n? +1 e — 2n? - 7n f _ V3nS+2
nT\n2+8 n n+5 L
_2n-3-yn?+2 h _1+2-Vn+2 i = Vn
Gn = J25n2 +1 nT JVi00n + 1 n Vn+2+Vn+3
, _ [n2+2 k. = 1 I = Van +5
Jn = 7215 no\8n+1 14V +1

10
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12. Hatarozd meg a kovetkezo sorozatok hatarértékét!

a. = 2n-1
nT o Vn

VnZ +2
d, =

n
3
__ V8nZ-5n

n = n+2

5
_Vn+1-+vn c. = 4n5-9n+3
n " VnZ +6

_Vn+2+5:-vyn+3

n
Nr P fn= G

3
n - yn2 i = ‘2n2+1
VnZ+1+2n " n?+5

13. Hatarozd meg a kovetkezo sorozatok hatarértékét!

a,=Vvn+1—-vn-1

d, =T d-n

gn=V3n+1—-vVn-5

jn=V2n+1-+v2n-5

b, =v3n+10—-+v3n c,=V2n+8—Vn+2

e,=Vn—1++n fn=Vn—-Vn-3
h,=vn+1-+vn i,=¥n+2-3¥n—14
k,=Vn+2—-+n I,=vn—vn-2

14. Hatarozd meg a kovetkezo sorozatok hatarértékét!

a, =n—vn?+4n
d,=VnZ—n3+n

gn=VnZ2+n—-vn? -1

i,=Vn*+2n2+5—-Vn*-4n2-1

m,=vn?+n—-1-n
_N9-1
In = 734

b, =V4n? -6 —2n c,=Vn?+2-n

e,.=Vn?+n-—n fon=Vn?2—-—6n-n

h,=vn2+5n+1—-vVn2-5n+1

ja=Vn?2+2n+3—-vVn2-2n+3

l,=n—vnZ¥5n

pp=Vn?+n—-1—-vn2-n+1

_Yn2+1  2-Yn2-1
Jn2 -1 VnZ +1

Tn

11
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15. Hatarozd meg a kovetkezo sorozatok hatarértékét!

16.

17.

a __2n+3

" JYn2+s
Zn_5n+2

dn N -

3n—-3

3n+2

In = 5ui3.2m

. 7T (-n
In ="

3"
b, ==
gn—2
3n+1
€n = n-15n
5n+2_2_3n+1
h,=———FF""-——

2-5"+4

n-—2
kn= 3+(_1)n7

Hatarozd meg a kovetkezo sorozatok hatarértékét!

1 2015
a, = (1 + ;)
2-logzn
dn — g3
log3(9n)
20192017"
In = nl
10100n
Jn = nl

n
7
_ log2(3)
n- logzn
2010
n
h, =
2"
3,22n+1
k, =
5-4" -1

Hatarozd meg a kovetkezo sorozatok hatarértékét!

rm (142"
d, = (1 + ﬁ)n
g =(3)

. (2n+3)"
Jn = 2n+5

b= (343

s (1-2)""
o = (2™
k= ()"

. 5n+2_7

gn

5n+2 +2- 3n+1

T 2.5n+1 44y

3-9m 4 (-1") - 5"

n

4
2+ (-1

3n-3"m

Ch =

fn=

3n 431

2017
2016n+1

-cos (n-m)

fa=(1-%)
e (25
L, = (1 + ﬁ)n
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18. Hatarozd meg a kovetkezo sorozatok hatarértékét!

o= (1+2) b= (1
dy=(1+5)" en=("37)"
on=(52) ha=(1+3)"
o= (22 o= G

19. Hatarozd meg a kovetkez6 sorozatok hatarértékét!

_143+..+(2n-1)

n 1+4+..+n?
1+3+..+(2n-1)
Cp = d,
1+24.+n
_ 2444+ ..+2n f
n - 3n-5 n
2n% +3
< “r T2 h
Gn 1+2+3+..4+n n
i _1!-1+2!-2+...+n!-n .
n (n+1)! Jn
1 1 1
k.= —+— e —— l
n 2-4+4-6+ +2n-(2n+2) n
2 1 1 1
m :_( + +...+—)
n = \A+vz V23 Vn-i+va) Pn

1

b, =

_1+5+9+..+(4n-3)

 1-2+3-4+5-..-2n
VnZ +5n
1 1
1+i5+5+

in=(1-
b= G

1+2+..+n
2n-3)-(n-1)

1+2+..+n
Bn-2)-(n-3)

13n2

n3-2n%+3
12 + 22 + ...+ n2

20. Hatarozd meg az a,, = % + zlz teet altalanos taggal adott sorozat hatarértékét!

Vi+ti-vn—-1 , 2,
=Y0F " VB~ - sorozat hatarértéke?

21. Mennyi az a,, N

N
22. Hatarozd meg az a,, = (1 + i) sorozat hatarértékét! (i > 0;i € R)

13



23.

24,

25.

26.

217.

28.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé6 Gimnaziuma)

Hatarozd meg a kivetkezo sorozatok hatarértékét a rendor - elv segitségével!

a,=""3 b, =21 e, =7 d, = V10" + 324

5n

A kovetkezo sorozatok koziil valaszd ki a konvergenseket és hatarozd meg ezek
hatarérétékeét!

{a,}:1:4;9;16; ... {b,}: 1;%;%;%; {c,}:3:2,1;2,01;2,001; ..
4 8 12 16
{d,}:0,8;—0,88;0,888; —0,8888; ... {enk:3i2iTites
Melyik nullsorozat a kovetkezok koziil?
3 1

anzﬂ bn:m Cn:% dn:0,56n

n 1 n+1 1n\"
en =7 Ja=1-3 In =5 =~ (3)

Tudjuk, hogy a,, = 1 és b,, = 5. Hatarozd meg a kovetkeo hatarértékeket!

lim(a, + b,,) lim(a, — b,) lim(b,, — a,)
n—oo n—oo n—-oo
. . an = by,
lim(a, - b,) lim (—) lim (—)
n—oo n-oo \by n—oco \dp
lim (a,,)?n lim (b,)%" lim (a, + b,)"r
n—-oo n—oo n—-oo
Legyen a, = ——2— és b, = ———"_ Hatarozd a,—b, é az a,-b
gy n=enia ¢ bn = 55, Hatirozd meg az a, n €8 az a, - b,

sorozat hatarértékét!

2_

Hatérozd meg az (a, + b,) és az (a, - b,) sorozat hatarértékét, ha (a,) = = és
2n-1
=—1
(Br) nZ+1’

14



29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé6 Gimnaziuma)

Bizonyitsd be a kovetkezo hatarértékeket!

.1 . 1\" . 3n-1
limi=o0 lim [3+(-2) ] =3 lim 321 = 3
n-oon n—oo 2 n-ooo N+ 2
. n+ . n+ . n-—

1 1 2n+5 2 5n-3 5
li == lim == ==
n-ooo 2n-—3 2 n-ooo3n—1 3 n-ooo2n+1 2

Bizonyitsd be a kovetkezo hatarértékeket!

lim vVn = +o lim——=0 lim—— =

n—-oo n—-oo logan n-ooco N

Bizonyitsd be, hogy a c,, = Va sorozat hatarértéke 1! (a > 0)

Sejtsd meg a kovetkezo sorozatok hatarértékét és igazold!

a _5nd3+7 _3n-6 c. = nt2

nTop3 LY n T2 _25
4

dy =3+ e, =0,3" fan=13

Igaz — e, hogy az a,, = 0, 2" sorozat hatarértéke 13?
Igazold, hogy az a,, = 1g (10 + %) sorozatnak nem 2 a hatarértéke!

Bizonytisd be, hogy az a,, = V3n — v3n — 1 sorozat konvergens! Hatarozd meg a
sorozat hatarértékét!

Bizonyitsd be, hogy az a,, = cos (%) sorozatnak nincs hatarértéke!

_EDM e+ ) + (D72 (Tn+ 2)

Bizonyitsd be, hogy az a, = P— sorozatnak nincs

hatarértéke!

15



Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé6 Gimnaziuma)

38. Vizsgald meg, hogy melyik sorozat korlatos, monoton, konvergens! A konvergens, de
nem konstans sorozat esetén tetszéleges € - hoz hatarozd meg a kiiszobszamot!

a, = 0,1" b, = 3m ¢ — gton
d, = (-1 en=(-1) fu= (2"
gn=1" hy = (=) i = (—4)"
jn = (=D ko= (-3)" I, = (=5)%

39. Vizsgald meg, hogy melyik sorozat korlitos, monoton, konvergens! Add meg a
hatarokat is! Tetszoleges € - hoz hatarozd meg a kiiszobszamokat!

a _n+30 b _4n+5 _3n+1
nT -9 T 2n-1 L
n+ 20 2n—-6 n+2
n = €n = fn=
n-100 n 2n—-10
_n+1 h __6mn+10 i = n-5
n = n n 3n nTh4+10

40. Vizsgild meg, hogy melyik sorozat korlatos, monoton, konvergens!

1,1 1 3n-1 1\
@y =3+ + 4t by = cn=(1+5)
1
dy = cos(n-3) en = (-1)" - m? fo= (D" %
gn =[1+ cos(n-m)]" h,, = n?> — 30n + 200 i,=-n+4

41. Vizsgald meg, hogy melyik sorozat korlatos, monoton, konvergens!

1, han=2k—-1

n-(n+1)
an=2n+5 bnz 5 Ch = .
2z, han =2k, k e Nt
32n—2 n+2 2n+3n+1
dn = gn+l €en = (_1)1’1 ' 3In—-1 fn = n+2
3.2 41 3.9m 4 (—17) - 5" . 1\t cos(n-m)
oCOnEEE potLms ()
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42.

43.

44,

45,

46.

47.

48.

49,

50.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé6 Gimnaziuma)

Hatarozd meg az a, = sorozat £ = 0,002 sugaru kornyezethez tartozo

12n + 36
kiiszobszamot, ha tudjuk, hogy a sorozat hatarértéke A = %!

Hatarozd meg az £ = 0,03 sugaru kornyezethez tartozo6 kiiszobszamot, ha tudjuk,

hogy az a,, = 23:_+120 (n # 5) sorozat hatarértéke A = 1, 5!

Hatarozd meg az a, = ? sorozat &€ = 0,01 sugaru kornyezethez tartozo
kiiszobszamot, ha tudjuk, hogy a sorozat hatarérétke A = 2!

3n+2
n - 100
tartozo kiiszobszamot, ha tudjuk, hogy a sorozat hatarérétke A = 3!

Hatarozd meg az a,, = (n # 100) sorozat £ = 2 - 10~* sugari kérnyezethez

Hatiarozd meg az a, = Z—;z sorozat € =0,1 sugari kornyezethez tartozé
kiiszobszamot, ha tudjuk, hogy a sorozat hatarérétke A = 1!

5n—-17
kiiszobszamot, ha tudjuk, hogy a sorozat hatarérétke A = %!

. 1 , .. .
Hatarozd meg az a, = sorozat & = 7o Sugaru kornyezethez tartozo

3n% +11
n2 - 25
kiiszobszamot, ha tudjuk, hogy a sorozat hatarértéke A = 3!

Hatarozd meg az a,, = (n # 5) sorozat € = 0, 01 sugaru kornyezethez tartozé

5n% + 20
nZ — 100
tartozo kiiszobszamot, ha tudjuk, hogy a sorozat hatarérétke A = 5!

Hatarozd meg az a, = (n # 10) sorozat € = 0,01 sugart kornyezethez

Hatirozd meg az a, = “\/7 sorozat £ =3-1073 sugari kornyezethez tartozo
kiiszobszamot, ha tudjuk, hogy a sorozat hatarértéke A = 1!
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51.

52.

53.

54.

55.

56.

S7.

58.

59.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé6 Gimnaziuma)

Hatirozd meg az a, =35 sorozat £=0,1 sugari kornyezethez tartozé
kiiszobszamot, ha tudjuk, hogy a sorozat hatarértéke 4 = 1!

2_
Hatarozd megaz a,, = % sorozat A hatarértékét! Add meg, hogy hanyadik tagtol
kezdve Keriilnek a sorozat tagjai kozelebb A — hoz, mint € = 0, 1!

2
ﬂ_w sorozat A hatarértékét! Add meg, hogy
2n-1 4n<-1

hanyadik tagtol kezdve keriilnek a sorozat tagjai kozelebb A —hoz, mint € = 0,01!

Hatarozd meg az a, =

n? -2 2n? -n
_ £ At AL &Y
n —— sorozat A hatarértékét! Add meg, hogy

hanyadik tagtol kezdve Keriilnek a sorozat tagjai kozelebb A —hoz, mint € = 0,01!

Hatarozd meg az a, =

nzzz 3 sorozat A hatarértékét! Add meg, hogy hanyadik

tagtél kezdve keriilnek a sorozat tagjai kozelebb A — hoz, mint £ = 10!

Hatarozd megaza, = (—1)"-

1
4n-1

Hatirozd megaza, =1+ i + % + -+
hanyadik tagtél kezdve Keriilnek a sorozat tagjai kozelebb A — hoz, mint € = 10

sorozat A hatarértékét! Add meg, hogy
_4!

i 2-(=3)" + 3-4n+1 . ryx
Hatarozd meg az a, = o sorozat A hatarértékét! Add meg, hogy

hanyadik tagtél kezdve keriilnek a sorozat tagjai kozelebb A — hoz, mint € = 0, 1!

Hatarozd megaz a,, = % sorozat A hatarértékét! Add meg, hogy hanyadik tagtol

kezdve keriilnek a sorozat tagjai kozelebb A — hoz, mint e = 0,01!

Hatarozd meg az a,, = V2 sorozat A hatarértékét! Add meg, hogy hanyadik tagtol
kezdve keriilnek a sorozat tagjai kozelebb A — hoz, mint € = 0, 02!

18



Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé6 Gimnaziuma)

60. Hatarozd meg a kiovetkezo sorozatok hatarértékét! Add meg az € = 1072 értékhez
tartozo kiiszobszamokat!

2 _2n+3 n-—3 1-n

a, =——- b c, =—— d e
m n+1 n 3p-5 o n242n-15 n 5_2n+n?

61. Hatiarozd meg a kovetkezd sorozatok hatarértékét! Add meg az € = 1073 értékhez
tartozo kiiszobszamokat!

a. = 7 b __5n-3 c _5-3n
n 2n+3 T 4n+1 nT7n-2
_ n-11 e _n?-4n+3 f. = 2
T 2 4 4n+3 n= 2,2 n =3

62. Add meg a kovetkezé sorozatok hatarértékét! Tetszoleges € - hoz hatarozd meg a

kiiszobszamokat!
__ 2010 p. — 1n+5 . = n?-n+5
n3n 41 nT ogn-3 nT 3024 2n+3
2n+1 12 422 4+ . +n?
d,,=7n_5 en=(\/n+3—\/n) fn=T

63. Vizsgald meg a kovetkezé sorozatokat konvergencia, monotonitas és korlatossag
szempontjabol. Ha konvergensek, akkor add meg az € — hoz tartozo kiiszobszamot is!

3n+2, 2n?
n—Zn_lese—O,Ol bn—4n2_1ese—0,001
3n2 4n +20 ,
Cn =575 ¢£=001 dy =573 ¢£=005

64. Vizsgald meg a kovetkezé sorozatokat konvergencia, monotonitas és korlatossag
szempontjabol. Ha konvergensek, akkor add meg az € — hoz tartozo kiiszobszamot is!

a,=—"—ése=0,15 by=2—és£=0,01
3n , _ — 1 _ 1 , _
cn—2n+7es::'—0,0001 d,=1 n2+5nes:-:—0,05
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65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé6 Gimnaziuma)

Vizsgald meg a kovetkezo sorozatokat konvergencia, monotonitas és korlatossag
szempontjabol. Ha konvergensek, akkor add meg az € — hoz tartozo kiiszobszamot is!

a, = /0,5 és £ = 0,002 by = oo cos(n ) és £ = 0,01
n+l _ (_qyn.qn+1
tn = ;e b5 £ = 0,01 d, ="—C " ¢se=0,01

Mutasd meg, hogy az alabbi sorozatok nem konvergensek! (n € Z*)

=72 _(—=1)" — _on _2n2—5
a,=2—-(—-1) b, =-2 Cn =73

. L osr s . t+4\"
At paraméter mely értékei esetén lesz konvergens az a,, = (ﬁ) sorozat? (n € Z*)

A t valos paraméter mely értékei mellett lesz konvergens az a,, = [(t — 4) - (t — 2)]|"
sorozat? (n € Z%)

. L sy s . t+5\"
At paraméter mely értékei esetén lesz konvergensaz a,, = (ﬁ) sorozat? (n € Z1)

. f sy e . 2-t-(t*-1)
A t paraméter mely értékei esetén lesz konvergens az a,, = [t-l-—l

(nezh)

n
] sorozat?

2t -1\" - . . .
Az a, = (t 3 ) sorozat mely t érték esetén lesz konvergens? Milyen t esetén lesz a

sorozat hatarértéke 0? (n € Z*)

Adj meg olyan monoton sorozatot, amelynek hatarértéke 2018!

Adj példat olyan sorozatra, ami nem monoton, nem konvergens, de korlatos!

Adj két példat olyan nem monoton sorozatra, amelynek a hatarértéke 10!
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75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé6 Gimnaziuma)

Adj meg olyan racionalis szamokbol 4116 sorozatot, amelynek /5 a hatarértéke és
igazold is a konvergenciat!

Adj meg olyan sorozatot, amelynek elemei kozott az osszes pozitiv egész szam
reciproka eléfordul, mas szamok nem szerepelnek benne, és a sorozatnak nincs
hatarértéke!

Az (a,) és a (b,) sorozatok Kkiilonbsége konvergens és lim(a, —b,) = 0.
n—oo
Kovetkezik — e ebbdl, hogy az (a,) és a (b,,) sorozat is konvergens?

Az (a,) és a (b,) két olyan sorozat, amelyeknek a szorzata konvergens és e
szorzatsorozat hatarértéke 0. Kovetkezik — e ebbél, hogy az (a,,) és a (b,,) sorozat is
konvergens, illetve, hogy legalabb az egyik sorozat hatarértéke 0?

Egy konvergens sorozat hatarértéke 1 — gyel egyenlé. E sorozat felirhaté az (a,,) és a
(b,,) sorozat hanyadosaként. Kovetkezik — e ebbdl, hogy az (a,,) és a (b,,) sorozat is
konvergens és a hatarértékiik egyenlo?

Legyen az (a,) és a (b,,) két olyan sorozat, amelyek dsszegének a hatarértéke +oo.
Kovetkezik — e ebbél, hogy lim (a,,) = +o0, vagy lim(b,,) = +?
n—oo n—oo

Legyen az (a,) és a (b,) két olyan sorozat, amelyekre lim(a,:b,) = +oo.
n—-oo
Kovetkezik — e ebbél, hogy lim (a, ) = 4+, vagy lim(b,,) = +?
n—-oo n—-oo

Legyen lim(a,) = +oo és lim(b,,) = 0. Mi kovetkezhet ebél az (a, - b,,) sorozatra?
n—oo n—>oo

lgaz - e, hogy ha egy sorozat feliilrél nem korlatos, akkor tart a plusz végtelenhez?

Igaz - e, hogy pozitiv tagu és konvergens sorozat hatarértéke pozitiv szam?
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85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé6 Gimnaziuma)

Igaz - e, hogy ha egy mértani sorozat korlatos, akkor konvergens?

Legyen x; = a és x, = 2a (a > 0), a sorozat tovabbi tagjai pedig a kovetkezoképpen

szamithaték: x,, = 22751 (p € 7+\{1;2})! Mi a sorozat hatarértéke?

Igazold, hogy az a; = V2, a,,1 = /2 + a, sorozat konvergens és hatirozd meg a
hatarértékét! (n € Z)

2

an-1

Igazold, hogy az a; = 2,a,, =

N | =

. (an_l + ) (n = 2;n € Z*) sorozat konvergens,

-

és hatarozd meg a hatarértékét!

Tamas azt allitja, hogy 1 = 0. A kovetkezé bizonyitassal akarja alatamasztani
llitasat: 1 =2 =>4+ .+ de— > 0,ezért 1 =70 = 0. Hol a hiba?

Legyen (a,) olyan konvergens sorozat, amelynek hatarértéke 5. A (b,,) sorozatot a
kﬁvetkezﬁképpen deﬁniéljllk: b1 = day; bz =Aaq; ..., bZn—l = An; bzn =Ayp-1; -
(n € Z*). Bizonyitsd be, hogy a (b,,) sorozat konvergens! Mennyi a hatarértéke?

Legyen az (a,) olyan konvergens sorozat, amelynek a hatarértéke A és
(b,) = (an+100)- Bizonyitsd be, hogy a (b,,) sorozat is konvergens és lim (b,) = A!
n—-oo

Az (a,) sorozat konvergens és hatarértéke 2. Igazold, hogy a (b,,) = (a,,) sorozat is
konvergens! Hatarozd meg a (b,,) sorozat hatarértékét!

Bizonyitsd be, hogy ha az (a, + b,) sorozat konvergens, de az (a,) sorozat nem
konvergens, akkor a (b,,) sorozat sem konvergens!

Legyen az (a,) és a (b,,) két olyan sorozat, amelyekre (Z—") létezik, konvergens és a

hatarértéke 1. Bizonyitsd be, hogy ha az (a,,) olyan konvergens sorozat, amelynek a
hatarértéke 0, akkor a (b,,) sorozat is konvergens és a hatarértéke szintén 0!
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95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé6 Gimnaziuma)

Az (a,) szamtani sorozat elsé tagja 2. Tudjuk, hogy az (%) sorozat konvergens és a

hatarértéke 5. Hatarozd meg az (a,,) sorozat elsé n tagjanak az osszegét!

Az (a,) szamtani sorozat elsé tagja 5. Jeloljiik S,, — nel a sorozat elsé n tagjanak az
osszegét. Tudjuk, hogy az (%) sorozat létezik, konvergens és a hatarértéke 2.

Hatarozd meg az (a,,) sorozat differenciajat!

Az (a,) szamtani sorozat elsé n tagjanak az osszegét S,, — nel jeloljiik. Tudjuk, hogy

az (S;") sorozat konvergens és a hatarértéke 2. Hatirozd meg az (a,) sorozat elsé
tagjat és differenciajat!

n

Az (a,) és a (b,) két szamtani sorozat. Tudjuk, hogy az (Z ;

b .
b") sorozat létezik,
n

konvergens és a hatarértéke P Hatarozd meg a két szamtani sorozat differenciajanak
az aranyat!

Bizonyitsd be, hogy ha az (a,) szamtani sorozat egyik tagja sem és a differenciaja
sem 0, akkor az (ai) sorozat konvergens és hatarértéke 0!

Legyen az (a,) és a (b,) két szamtani sorozat. Tudjuk, hogy az (a, — b,,) sorozat
konvergens és a hatarértéke 0. Bizonyitsd be, hogy a,, = b, minden n € Z* esetén!

Az (a,) és a (b,,) két olyan szamtani sorozat, amelyeknek az (%) hanyadossorozata
létezik, konvergens és a hatarértéke 3. Jeloljiik az (a,,) sorozat els6é n tagjanak az

osszegét S, — nel, a (b,,) sorozat elsé n tagjanak az 6sszegét pedig R,, — nel. Igazold,

hogy ha az (Z—") sorozat létezik, akkor konvergens! Szamitsd ki ennek a sorozatnak
n

a hatarértékét!

Az {a,} mértani sorozat hanyadosa % Jeloljiik e sorozat elso n tagjanak az 6sszegét

n

S, — nel. Bizonytsd be, ha létezik az (S—) sorozat, akkor konvergens, és add meg a

n

hatarétékét! Valtozik — e az dsszefiiggés, ha a sorozat kvéciense 27
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Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé6 Gimnaziuma)
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