Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Linearis fiiggvények

DEFINICIO: (Hozzarendelés)
Két nem tlires A és B halmaz elemei kozti kapcsolat (megfeleltetés, hozzarendelés, relacid), a
két halmaz elemeibdl képezhetd rendezett elemparoknak egy nem iires részhalmaza.

DEFINICIO: (Alaphalmaz, képhalmaz)
Azt az A halmazt, amelynek az elemeihez hozzarendeljik egy B halmaz elemeit,
alaphalmaznak, a B halmazt képhalmaznak nevezziik.

DEFINICIO: (Képelem, Gselem)
Ha az f hozzarendelés az A alaphalmaz egy x eleméhez a B képhalmaz egy y elemét rendeli,
akkor az y - t az x képének, x - et az y dsének nevezziik.

DEFINICIO: (Egyértelmii hozzirendelés)
Egyértelmii a hozzarendelés, ha az alaphalmaz elemeinek legfeljebb egy képiikk van a
képhalmazban. Ellenkez6 esetben tobbértelmii a hozzarendelés.

DEFINICIO: (Fiiggvény)

Legyen az U alaphalmaznak A egy nem iires részhalmaza. Az A halmazon értelmezett
fliggvénynek nevezziik a hozzarendelést, ha az A halmaz minden elemének pontosan egy képe
van a B képhalmazban.

Megjegyzés:

e Aztis mondhatjuk, hogy az A halmazt leképeztiik a B halmazba. Amennyiben B minden eleme
hozza van rendelve A valamely eleméhez, akkor az A halmazt a B halmazra képeztiik le.

o FEgy fiiggvény akkor adott, ha megadtuk az értelmezési tartomdnydt, értékkészletét és
hozzdrendelési szabdlyat. Jelolés: f : A = B; x — f(x).

o A fiiggvények hozzarendelési szabalyat megadhatjuk tablazattal, grafikonnal, képlettel,
utasitassal, nyildiagrammal, stb..

o Descartes — féle derékszogii — koordinatarendszer: Két egymdsra merdleges valos
szamegyenes, amelyek zéruspontja (origo) kozos. A vizszintes x - tengely az értelmezési
tartomany, a fiiggoleges y - tengely az értékkészlet elemeit tartalmazza. Lényege, hogy a sik
pontjai és a rendezett szampdarok kozott kélcsondsen egyértelmii hozzdrendelést adunk meqQ.
Az osszetartozo értékparoknak egy pont felel meg: elsé koordinatija az értelmezési
tartomanynak, a masodik pedig az értékkészletnek az eleme.
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DEFINICIO: (Helyettesitési érték)
Az A - b0l B - be képezo f fiiggvény esetén, ha x € A, akkorazy = f (x) € B jeldli a fiiggvény
x helyen felvett értékét (helyettesitési értékét).

DEFINICIO: (Szam — szam fiiggvény)
Egy fliggvényt szam — szam fliggvénynek neveziink, ha az alaphalmaz és a képhalmaz is szamhalmaz.
Megjegyzés:

o Az olyan fiiggvényt, amelynek értelmezési tartomanya és értékkészlete is a valos szamok
részhalmaza, valos fiiggvénynek nevezziik.

e FEgy pont elso koordinatajat abszcisszanak, a masodik koordinatdjat ordinatanak nevezziik.

DEFINICIO: (Injektiv fiiggvény)
Egy fliggvényt injektivnek neveziink, ha az értelmezési tartomdny kiillonbozd elemeihez az
értékkeészlet kiilonbozo elemeit rendeli.

DEFINICIO: (Sziirjektiv fiiggvény)
Egy fliggvényt sziirjektivnek neveziink, ha minden értékkészletbeli elemnek létezik Ose.

Példa:

Injektiv, de nem sziirjektiv Sziirjektiv, de nem injektiv

DEFINICIO: (Bijektiv fiiggvény)
Egy fiiggvényt bijektivnek (kdlesondsen egyértelmiinek) neveziink, ha injektiv és sziirjektiv.

Megjegyzés:
A bijektiv (kélcsondsen egyértelmii) fiiggvény értékkészlete egyenlé a képhalmazzal és
kiilonbozo elemek képe kiilonbozo.
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Fuggvénvek jellemzoi

DEFINICIO: (Ertelmezési tartomany)
Az A halmaz a figgvény értelmezési tartomanya, vagyis az a halmaz, amelynek az elemeihez
a masik halmaz egy — egy elemét rendeljiik. Jeloles: Dy.

Megjegyzés:

o Az értelmezési tartomany elemei a fiiggetlen valtozo értékek.

o Szemléletesen: Egy fiiggvény értelmezési tartomdnya azon x értékek halmaza az x tengelyen,
amelyeken a fiiggvény értelmezve van.

DEFINICIO: (Ertékkészlet)
A képelemek (fliggvényértékek) a képhalmaznak azok az elemei, amelyeket a fliggetlen valtozo
ertékeihez rendeliink. A fiiggvényertékek halmaza a fliggveny ertékkeszlete. Jelolés: Ry.

Megjegyzés:
e Az Ry részhalmaza B — nek.

o Az értékkészlet elemeit fiiggd valtozoknak is nevezziik.

o Szemléletesen: Egy fiiggvény értékkészlete azon y értékek halmaza az y tengelyen, amelyeket
a fiiggvény felvesz.

Ertelmezési tartomany
Ertékkészlet

Képhalmaz

Alaphalmaz
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DEFINICIO: (Zérushely)
Egy fliggvény zérushelyének (nullhelyének) nevezziik az értelmezési tartomany minden olyan
x értékét, amelyhez a 0 fliggvényérték tartozik.

Megjegyzés:

o Ha a zérushelyet nem tudjuk egyértelmiien leolvasni az abrarol, akkor azt megkaphatjuk az
f (x) = 0 egyenlet megolddasaval is.

o Szemléletesen: A fiiggvény zérushelye az a pont, ahol a fiiggvény grafikonja metszi (érinti)
az x tengelyt.

DEFINICIO: (Szigortian monoton novekvé fiiggvény)

Egy fiiggvényt értelmezési tartoméanya egy intervalluman szigortian monoton ndvekvonek
nevezzilkk, ha az adott intervallumon a fliggvény véltozojanak novekvd értékeihez a
fliggvényérték novekvo értékei tartoznak. Jeloléssel: barmely x; < x, esetén f (xq) < f (x3).

DEFINICIO: (Szigortian monoton csokkené fiiggvény)

Egy fliggvényt értelmezési tartomanya egy intervalluman szigoruan monoton csdkkendnek
nevezzilkk, ha az adott intervallumon a fliggvény valtozdjdnak novekvd értékeihez a
fliggvényérték csokkend értékei tartoznak. Jeloléssel: barmely x; < x, esetén f (x1) > f (x5).

Megjegyzés:
Amennyiben megengedjiik az egyenldoséget, akkor monoton névekvo (illetve csokkend)
fliggvényrol beszéliink.

DEFINICIO: (Paros fiiggvény)
Egy fiiggvényt parosnak neveziink, ha barmely értelmezési tartomanybeli x elemére (—x) is
eleme az értelmezési tartomanynak és f (x) = f (—x) teljesiil.

Megjegyzés:
Szemléletesen: A fiiggvény ellentett helyen ugyanazt az értéket veszi fel, s ekkor a fiiggvény képe
tengelyesen szimmetrikus, s a szimmetriatengely éppen az y - tengely.

DEFINICIO: (Paratlan fiiggvény)
Egy fiiggvényt paratlannak neveziink, ha barmely értelmezési tartomanybeli x elemére (—x) is
eleme az értelmezési tartomanynak és f (—x) = — f (x) teljesiil.

Megjegyzés:
Szemléletesen: A fiiggvény ellentett helyen ellentett értéket vesz fel, s ekkor a fiiggvény képe
kozéppontosan szimmetrikus, s a szimmetriakozéppont éppen az origo.
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DEFINICIO: (Globalis szélséérték: maximum)
Egy fliggvénynek globalis (abszolit) maximuma van az értelmezési tartomany egy
X, értékénél, ha az értelmezési tartomany minden x elemére f (x) < f (x,) teljesil.

Megjegyzés:
o Az x, -tamaximum helyének, az y = f (x,) - t a maximum értékének nevezziik.

o Személetesen: Maximuma van a fiiggvénynek, ha van olyan legnagyobb pontja, ami folé nem
halad a fiiggvény képe.

DEFINICIO: (Globalis szélséérték: minimum)
Egy fliggvénynek globdlis (abszoliit) minimuma van az értelmezési tartomany egy x, értékénél,
ha az értelmezési tartomany minden x elemére f (x) = f (x,) teljesiil.

Megjegyzés:

o Az x, - taminimum helyének, az f (x,) - t a minimum értékének nevezziik.

o Személetesen: Minimuma van a fiiggvénynek, ha van olyan legkisebb pontja, ami ald nem
halad a fiiggvény képe.

DEFINICIO: (Lokalis széls6érték)

Egy fliggvénynek lokalis (helyi) maximuma, illetve minimuma van az értelmezési tartomany
X, értékénél, ha az x, - nak van olyan |x, — &; x, + [ kornyezete, ahol az ebbe es6 x — ekre a
fliggvény értelmezve van és f(x) < f (xo), illetve f(x) = f (xo).

DEFINICIO: (Alsé Korlat)
Egy filiggvényt alulrdl korlatosnak neveziink, ha van olyan k valos szdm, hogy barmely
értelmezési tartomanybeli x elem esetén f (x) > k teljesiil.

Megjegyzés:

o A legnagyobb also korlatot pontos also korlatnak nevezziik.

o Szemléletesen: A fiiggvény pontos also korlatja az a legnagyobb valos szam, amelynél kisebb
ertéket nem vesz fel a fiiggvény.
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DEFINICIO: (Fels6 korlat)
Egy fliggvény feliilr6l korlatos, ha van olyan K valos szam, hogy barmely értelmezési
tartomanybeli x elem esetén f (x) < K teljesiil.

Megjegyzés:

o A legkisebb felsé korlatot pontos felso korlatnak nevezziik.

o Szemléletesen: A fiiggvény pontos felsé korldtja az a legkisebb valos szam, amelynél
nagyobb értéket nem vesz fel a fiiggvény.

DEFINICIO: (Korlatos fiiggvény)
Egy fiiggvényt korlatosnak neveziink, ha alulrél és feliilrdl is korlatos.

Megjegyzés:
o Alsé (felsd) korlatbol végtelen sok lehetséges, de pontos also (felsé) korlathol csak egy.

o A fiiggvény szélséértéke része a fiiggveny képének, de az also (felsé) korlatja nem feltétlen.

DEFINICIO: (Periodicitas)

Ha van olyan p > 0 valds szam, hogy az értelmezési tartomany minden x elemére (x + p) is
eleme az értelmezési tartomanynak és f (x) = f (x £ p) teljesiil, akkor az f fiiggvényt
periodikusnak nevezziik. Ezen lehetséges p értékek koziil a legkisebbet (amennyiben 1étezik) a
fiiggvény periddusanak nevezziik.

Megjegyzés:

o Mivel a p értékek kozott nem mindig létezik legkisebb, igy lehetséges, hogy egy periodikus
fliggvénynek nincs periodusa (pl.: konstans fiiggvény).

o Szemléletesen: Periodikus a fiiggvény, ha van olyan tavolsag, amellyel barmelyik irdanyba,
barmennyiszer elmozditva a grafikont onmagaba megy at.
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DEFINICIO: (Konvex fiiggvény)

Egy f fiiggvényt értelmezési tartomanya egy intervalluman konvexnek nevezziik, ha az adott
x1+x2) < flx)+f(x2)

2 - 2 '

intervallum barmely x;; x, pontjaira teljesiil a kovetkez6 osszefiiggés: f (

Megjegyzés:
Szemléletesen: Egy fiiggvény konvex, ha a gorbe feletti siktartomdany konvex halmaz, érintdje
mindeniitt a gérbe alatt halad; a gérbe barmely két pontjat osszekoto hur a gorbe felett halad.

DEFINICIO: (Konkav fiiggvény)

Egy f fliggvényt értelmezési tartomanya egy intervallumén konkévnak nevezziik, ha az adott
x1+x2) > flx)+f(x2)

2 - 2 '

intervallum barmely x;; x, pontjaira teljesiil a kovetkez6 osszefiiggés: f (

Megjegyzés:
Szemléletesen: EQy fiiggvény konkav, ha a gorbe feletti siktartomany konkav halmaz, érintoje
mindentitt a gorbe felett halad; a gérbe barmely két pontjat osszekoté hur a gorbe alatt halad.

DEFINICIO: (Inflexios pont)
Egy fliggvénynek egy pontjat inflexios pontnak nevezziik, ha az adott pontban a goérbe
konvexitast valt: konvexbdl konkavba vagy konkavbol konvexbe megy at.

DEFINICIO: (Aszimptota)
Egy fliggvény aszimptotaja egy olyan gorbe (tobbnyire egyenes), ami a fiiggvény grafikonjat
tetszOlegesen megkdzeliti, de nem éri el.

Megjegyzés:
A forditott ardanyossag grafikonjanak aszimptotdi az x -, illetve y — tengelyek.
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Linearis fligegvény

DFINICIO: (Egyenes aranyossag fiiggvény)

A valés szamok halmazan (vagy annak valamely részhalmazan) értelmezett f:x — m-x
fiiggvényt egyenes aranyossagnak nevezzik.

Megjegyzés:

e Ha egyenes aranyossag van az A és B halmaz elemei kézott, akor az dsszetartozo értékparok
aranya egy (0 — tdl kiilonbozo) allando: m = % (x #0).

o Az egyenes allasa az m - t6l fiigg, igy az m — t meredekségnek (iranytényezonek) nevezziik.

o Szemléletesen: Az egyenes aranyossag képe olyan egyenes, amely dthalad az origon.

DEFINICIO: (Linearis fiiggvény)

A valds szamok halmazan (vagy annak valamely részhalmazan) értelmezett f:x —> m-x+ b
fiiggvényt linearis fliggvénynek nevezziik. Jelolés: f (x) =m-x+ b,vagyy =m-x + b.
Megjegyzés:

o Az m meredekség megmutatja, hogy egy egységet mozdulva az x — tengely mentén jobbra,

mennyi egységet kell mozdulni az y — tengely mentén, mig a b szam megmutatja, hogy az
egyenes hol metszi az y — tengelyt.

Y1—Y2
x1—x2.

e Ha az egyenes két pontja P (x1;y1) és Q (x3;y2), akkor a meredeksége: m =
e Ham # 0, akkor elséfoku fiiggvénynek nevezziik.
o Ham > 0, akkor névekvo x értékhez novekvo y érték tarozik, vagyis a fiiggvény novekvo.

e Ham < 0, akkor névekvo x értékhez csokkend y érték tartozik, vagyis a fiiggvény csokkeno.

e Ham = 0, akkor nulladfoku (konstans) fiiggvénynek nevezziik.

o Szemléletesen: A konstans fiiggvény képe az x — tengellyel parhuzamos (vizszintes) egyenes.

o Az egyenes aranyossag olyan linearis fiiggveny, amelyben b = 0.
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Gyvakorlo feladatok

K: kozépszintii feladat E: emelt szintii feladat

1. (K) Az alabbi hozzarendelések koziil melyik fiiggvény? Valaszod indokold!
A: Minden emberhez hozzarendeljiik a munkahelyének nevét.
B: Minden valés szamhoz hozzarendeljiik az ellentettjét.
C: Minden természetes szamhoz hozzarendeljiik az osztoit.

D: Minden bolygéhoz hozzarendeljiik a Nap koriili keringésének idejét.

2. (K) Az alabbi fiiggvények koziil, melyik kolcsonosen egyértelmii hozzarendelés?
A: A testekhez rendeljiik a felsziniiket.
B: A négyzetekhez rendeljiik a keriiletiiket.
C: A kémiai elemekhez rendeljiik a rendszamukat.

D: A konyvekhez rendeljiik a kiadojukat.

3. (K) Az alabbi fiiggvényeket fogalmazzuk meg geometriai fiiggvényként!

f®)=R"->R5g(x)=2xm g (®) =R* xR* > R*; h(x;y) =22

4. (E) Dontsd el az alabbi fiiggvényekrol, hogy melyik injektiv / sziirjektiv / bijektiv!

e:R-R;x— —19 ffR>Rx—5x—-1

g:R-> R;x+— —8x h:R - R; x — x?2

i:[2;7] - R;x — x? jiR - R; x — x3
k:R - R;x — |x| l:[-3;5] - [0;5]; x — |x|
m:[0; +oo[ > R; x — Vx nR- R x— 3x

0:R - [0;1[; x — {x} P:R->Z x — [x]
q:]R*—>]R+;x'—>§ r:[—3;—1]—>]—2;—§];x|—>%
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5. (K) Az alabbi grafikonok koziil melyik lehet egy fiiggvény grafikonja?

3-
4
2-
4
1 4
0 27
-1 0
14 14
-2 0 !
-1 0 1 2 3
-3
-1
4 3
3 2-
2
14
1 2 3 4
0
-1 0 1 2 3 4
_1 24
24
14
0 1
-1 0 1 3
0
) I T i 1 | 3\5/
2 -14
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6. (K) Az alabbi fiiggvények koziil melyik lehet egy kolcsonosen egyértelmii (bijektiv)
fiiggvény képe?

i(x) h(x)

/ 160

7. (K) Abrazold a kivetkezo fiiggvényeket!
a) fflR>R;x o 2x+4
b) g:Z - Z; x = 3x
c) h:[-1;3] - [1;5];x » x+ 2
d) it [-44[ > ]-L1x > —3x

e) j(x) =—-2x—1,aholx € |-3; —1]
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8. (K) Abrazold a kivetkezo linearis fiiggvényeket!
Dontsd el, hogy melyik konstans és melyik egyenes aranyossag fiiggvény?

f@=2x-1 g)=5 hx=-x+3 i) =4 j@x)=-x-2

9. (K) Olvasd le az abrardl a kovetkezo linearis fiiggvények hozzarendelési szabalyat!
Dontsd el, hogy melyik konstans és melyik egyenes aranyossag fiiggvény?

i(x)

g(x)

i(x)

1(x)

10. (K) Adott az f(x) = x + 1 fiiggvény. Melyik a nagyobb: f(—2) vagy f(13)?

11. (K) Adott az f(x) = —x — 15 fiiggvény. Szamitsd ki az £(5); a —f(~7) és az |f (5|
értékek atlagat!

12. (K) Adott az f(x) = 11x + 12 fiiggvény. Szamitsd ki a kovetkezo kifejezés értékét:
4
f@) - f(-3)+f(-3)
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
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(K) Adott az f(x) = x — 2 fiiggvény. Szamitsd ki az 5 helyen felvett helyettesitési
értéket!

(K) Adott az f(x) = ;x + 6 fiiggvény. Szamitsd ki a 8 helyen felvett helyettesitési
érték ellentettjét!

(K) Adott az f(x)z—ix—7 fiiggvény. Szamitsd ki a —17 helyen felvett
helyettesitési érték abszolatértékét!

(K) Adott az f(x) = —x — 5 fiiggvény. Hol veszi fel a fiiggvény a 3 értéket?

(K) Adott az f(x) = 10x — 11 fiiggvény. Hol veszi fel a fiiggvény a —12, illetve a
értékeket?

(K) Adott az f(x) = — %x + 3 fiiggvény. Hol veszi fel a fiiggvény a 7, a - 18, illetve
a —x értékeket?

(K) Dontsd el, hogy rajta van - e a P (1;—-3) pont az f(x) = 5x — 8, illetve a
g(x) = —2x + 1 fiiggvény grafikonjan!

(K) Hatarozd meg, hogy a P (20;150) és a Q (100;900) pontok hogyan
helyezkednek el az f(x) = 8x — 7 fiiggvény grafikonjahoz képest!

(K) Adott az f(x) = —7x+ 12 fiiggvény. Dontsd el, hogy a Kkovetkezé pontok
illeszkednek — e a fiiggvény képére: P (—3:31),Q (2; —2) és R (—%; 29)! Ha nem,
akkor hatarozd meg, hogyan helyezkedik el a pont a fiiggvény grafikonjahoz képest!

(K) Adott az f(x) =2x+5 fiiggvény. Dontsd el, hogy a kivetkezé pontok
illeszkednek — e a fiiggvény képére: P (7;19),Q (32;79) és R(11;23)! Ha nem,
akkor hatarozd meg, hogyan helyezkedik el a pont a fiiggvény grafikonjahoz képest!
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23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.
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(K) Add meg abrazolas nélkiil az f(x) = %x + 8 fiiggvény harom Kkiilonb6z6 pontjat!

(K) Hatarozd meg a P (x;2) és Q (—5;y) pontok koordinatait ugy, hogy
illeszkedjenek az f(x) = —%x + 3 fiiggvény grafikonjara!

(K) Adott az f(x) = —3x + 13 fiiggvény. Add meg az egyenes pontjainak hianyzo
koordinatait: A (—7;y) és B (x; 8)?

(K) Adott az f(x) =5x—9 fiiggvény. Add meg az A (13;y) pont hiinyzo
koordinatajat ugy, hogy a fiiggvény képe alatt helyezkedjen el! Add mega B (x; —17)
pont hidnyz6 koordinatajat Ggy, hogy a fiiggvény grafikonja felett helyezkedjen el!

(K) Adott az f(x) = 5x — 4 fiiggvény. Hatarozd meg azt a pontjat, amely elso
koordinataja 8 — cal kisebb, mint a masodik!

(K) Adott az f(x) = 2x + 7 fiiggvény. Melyik a fiiggvénynek az a pontja, amely
masodik koordinataja otszorose az elsének?

(K) Adott az f(x) = 25x fiiggvény. Add meg a fiiggvénynek azt a pontjat, amelyik
masodik koordinataja éppen az elsé reciproka!

(K) Hatarozd meg az f(x) = gx —1ésa g(x) = 11x + 33 fiiggvények zérushelyét!

(K) Hatarozd meg, hogy hol metszi a koordinata — tengelyeket az f (x) = —14x + 11
fiiggvény grafikonja!

(K) Add meg az f(x) = gx — 60 és a g(x) = —70x + 91 fiiggvények tengelyekkel
vett metszéspontjaik nem 0 koordinatainak atlagat!
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33.

34.

35.

36.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(K) Add meg annak a hairomszognek a teriiletét, amelyet az f(x) = 7x + 20 linearis
fiiggvény képe zar be a koordinata — tengelyekkel!

(K) Add meg a linearis fiiggvény hozzarendelési szabalyat a kovetkez6 adatokbol!
a) meredeksége m = 2 és egy pontja A (7;9)

b) meredeksége m = —3 és egy pontja B (—20;5)
c) meredeksége m = —% és egy pontja C (9;—17)

d) meredeksége m = % és egy pontja D (—43;—6)

(K) Hatarozd meg a pontokra illeszked6 linearis fiiggvény hozzarendelési szabalyat!
a)A(1;1)ésB(—2;-2)

b) C (—5;4) és D (8; —10)

c) P(2;5)¢ésQ(—1;8)

d) R (-3;7) és S (4;11)

(K) Add meg a linearis fiiggvény hozzarendelési szabalyat a kovetkez6 adatokbol!
a) f(=3)=2&f(7) =4
b) g3) =4ésg(-2) =6

c) h(—4) = 5 és h(8) = 2

d) i(1) =§ési(—g) =0
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37. (K) Add meg a linearis fiiggvény hozzarendelési szabalyat a kovetkezo6 adatokbol!
a) f(—2) = —6 és egy pontja A (4;3)
b) g(3) = 10 és egy pontja B (—1;22)

c) h(0) = 5 és egy pontja C (—g; 16)

d) i(—=1) = 0 és egy pontja D (—7;2)

38. (K) Add meg az egyenes aranyossag fiiggvény hozzarendelési szabalyat a kovetkezo
adatokbol!

a) f(3) = 12

b) a g(x) egy pontja: P(—1;10)
c) a h(x) — nek a 4 helyen felvett helyettesitési értéke (—5)

d) az i(x) a (—2) — hoz (—28) — at rendel
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(10) Sajat anyagok
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