Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Bizonyvitasok

Bizonvitasi modszerek:

1) Direkt bizonyitas:
Ez a leggyakoribb bizonyitasi mddszer. Ennek 1ényege a kovetkezd: Ismert definiciok,
tételek segitségével 1épésrol 1épésre torténd kovetkeztetések levondsa utan jutunk el a
bizonyitando allitashoz.

2) Indirekt bizonyitas:
Ennek lényege a kovetkezé: Egy allitds bizonyitasat ugy végezzik el, hogy elészor
feltételezzilk az éllitds tagadasat, majd ebbdl kiindulva, 1€pésrdl 1épésre torténd
kovetkeztetések levonasa utan egy ismert allitassal ellentmond¢ allitdshoz jutunk. Ezt az
ellentmondast csak tigy oldhatjuk fel, ha a kiindulasi feltételezésiink (a bizonyitandé allitas
tagaddsa) nem igaz. Ekkor azonban az eredeti allitas igaz.

3) Teljes indukcio:
Ennek lényege a kovetkezd: A természetes szamokkal kapcsolatos allitast eldszor
ellendrizziik néhany konkrét szamértékre, pl.: n = 1 —re, n = 2 - re. Ezutdn megmutatjuk,
hogy ha valamely k természetes szamra igaz az allitds (a k 1étezését mar szamitassal
ellendriztiik), akkor a kdvetkezd k + 1 természetes szamra is igaz lesz. Ekkor a tulajdonsag
k —16l k + 1 —re 6roklddik, vagyis az allitds minden természetes szamra igaz lesz.

4) Skatulya — elv:
Ennek Iényege a kdvetkezd: Azt hasznéljuk fel, hogy ha van n darab sktulyank, és ezekbe
n - nél tobb dolgot helyeziink el, akkor biztosan lesz legaldbb egy olyan skatulya, amelybe
egynél tobb dolog kertil. Tovabba, ha az n skatulydba n - k — nal tbb dolgot helyeziink el,
akkor biztosan lesz legalabb egy olyan skatulya, amelybe k — nal t6bb dolog keriil.
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TETEL:

crer

Bizonyités:
Az elso helyre az n elem barmelyikét valaszthatjuk.

A masodik helyre a megmaradt (n — 1) elem koziil valaszthatunk.

Mivel a két valasztas fligg egymastol, igy az elsd két helyre dsszesen n - (n — 1) — féleképpen
helyezhetiink el elemet.

Hasonloan folytatva, az utols6 helyre a fennmarado 1 elemet tehetjiik le.

Ezek alapjan az 0sszes lehetéség szama: n-(n—1) - ...-2-1 =nl
[ |
TETEL:
Ha az n elem kozott a megegyez6 elemek szdma kq, ko, ..., k; (ky + k, + -+ + k; = n), akkor
. . r r rotrer r . kl,kz,...,kl _— Tl'
az n elem Osszes ismétléses permutaciojanak szama: P, i rr—
1+ 7 Kzr et Kp

Bizonyitas:
Amennyiben az n elem kiilonb6z6 lenne, akkor n! lehetdségiink adodna.

Mivel a kq,k,, ..., k; szaml azonos elem egymas kozotti sorrendjét nem kell figyelembe
venniink, igy az n elem 0sszes lehetséges sorrendjét osztanunk kell k,! —sal, ..., k;! —sal.

n!

Ezek alapjan az 6sszes lehetdség szama: ————— .
kil « Iyl -t Ky

TETEL:

.....

k — n!
n (n-K)!

Bizonyités:
Az els6 helyre n elembdl, a masodikra (n — 1) elembdl, a k — adik helyre pedig mar csak a
megmaradt (n — (k- 1)) = (n—k+ 1) darab elembdl valaszthatunk, vagyis az 0Osszes

lehetéség szama:n-(n—1) - ...-(n —k + 1).
Ezek alapjan, a szorzatot (n — k)! — sal bovitve azt kapjuk, hogy az dsszes lehetdség szama:

n-(n-1)-..-(n—k+1)-(n-k)! _n-(n-1)-..-(n-k+1)-(n—-k)- (n-k-1)-..-2-1 _  n!
(n—k)! o (n—k)! T (n-k)!
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TETEL:
Az n kiilsnbdz6 elem dsszes k tagh ismétléses varidcidinak szama: V5™ = nk.

Bizonyités:
Az elsO helyre n elembdl, a masodik helyre ismét n elembdl valaszthatunk, vagyis mind a
k darab helyre n elembél valaszthatunk.

Ezek alapjan az 0sszes lehetség szama: n-n - ...-n = n~.

TETEL:
Az n kiilonbozd elem Osszes k tagtu (0 < k < n egészek) ismétlés nélkiili kombinacidinak

szama: Cf = (7) (,n alatta k).

Bizonyités:
El6szor allitsuk sorba a kivalasztott k darab elemet. Az els6 helyre n elembdl, a masodikra
(n —1) elembdl, a k — adik helyre pedig mar csak a megmaradt (n — k + 1) darab elembdl

valaszthatunk, vagyis az Osszes lehet6ség szdma:n-(n—1) - .- (n—k + 1).

Ezt kdvetden, mivel a sorrend nem szamit a kivalasztott elemek kozott, igy a elehetdségek
szamat osztanunk kell k! — sal.

Ezek alapjan az dsszes lehet6ség szama: — (1) (noketd) _ ™

k! T k'-(n—k)

TETEL:

Az n kiilonboz6 elem Gsszes k tagh (0 < k < n egészek) ismétléses kombinacidinak szdma:
klsm _ (n+k 1)

Bizonyitas:

Egy adott 1;2;..;n eclemekbdl alkotott ismétléses kombinaciot jellemezziink a
kovetkezOképpen: irjunk le annyi + jelet, amennyi 1 — es szamjegy szerepel a kombinacioban,
majd egy | jelet, amely elvalasztojelként funkcional. Ezt kovetéen annyi + jelet, amennyi
2 — es szerepel a kombinacioban, majd ismét egy | jelet, és igy tovabb. Végiil annyi + jelet,
ahanyszor az n — es szam a kombinacioban szerepel, s ezutan mar nem tesziink | jelet.

Ezaltal mindegyik jelrendszer k darab + jelbdl €s n — 1 darab | jelbdl all, melyek egyértelmiien
meghataroznak egy k — ad osztalya ismétléses kombinaciot. Tovabba egymastdl kiilonbozo
jelrendszerek egymastol kiillonb6zd ismétléses kombinaciokat adnak.

Ebbdl adodik, hogy az ismétléses kombinaciok szama megegyezik egy k darab + jelet ésn — 1
(etn-1D! _ (n+k 1)

darab | jelet tartalmaz6 jelrendszer ismétléses permutacidinak szamaval: D!
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TETEL: (Binomialis — tétel)
(@a+b)"=)-a™p®+ (") a” b+ + () a'b™* +(}) - a’b"

Bizonyités:
Az (a + b)" —tirjuk fel n tényezds szorzat alakban: (a + b)" = (a + b) - ... (a + b).

A szorzas elvégzése soran minden tagban az a és b kitevojének Osszege n lesz, mert egy tagot

ugy kapunk meg, hogy mindegyik tényezobdl kivalasztjuk vagy az a —t, vagy a b — t, majd
ezeket dsszeszorozzuk.

Az a¥b™ ¥ tagot tigy kapjuk meg, hogy k tényezébél valasztunk a — t és (n — k) tényezébol
pedig b — t, majd ezeket Osszeszorozzuk. Az n tényez6 koziil (Z) — féleképpen valaszthatunk
ki k tényez6t, tehat az 6sszegben (Z) — szor fordul elé az a*b™ ¥ tag.

Ezek alapjan a kovetkez6t adodik:

(a+b)* =) a™p®+ (") a" bt + -+ (1) -a*b™ 1 +(]) - a’b™,

[ ]
TETEL:
A binomidlis egyiitthatéra fenndllnak a kovetkezsk: (7) = (") ¢s (}) + (. 1,) = Gi))!
Bizonyités:
Alakitsuk at az egyenldségek mindkét oldalat a kovetkezOképpen:
ny\ _ n!
(k) T (n-k)-k!
( n ) _ n! _ n!
n—k/ T [n-m-K]-(n-k) (m-k)!-k
n n _ n! n! _ n! n! _
(k) + (k+1) T -k k! + [n—(k+ D] (k+1)! (n—Fk)-k! + n-k-1!-(k+1)!
_nl-k+D+nl-(n-k) nl-(k+1+n-k)  nl-(n+1) (n+1)!
T -R(k+1)! -k (k+1)! -k (k+1)! (n-k)-(k+1)
n+1\ _ (n+1)! _ (n+1)!
k+1/ 7 [(n+D-(k+ DI - (k+ 1) (n—k)!- (k+1)!
Mivel az egyes esetekben ugyanazt a kifejezést kaptuk, igy a tulajdonsagok teljesiilnek.
[ ]



