Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Grafelmélet 111.

DEFINICIO: (Sikgraf)
Egy G grafot sikba rajzolhat6 grafnak (sikgrafnak) neveziink, ha ugy abrazolhatjuk a sikon,
hogy éleinek a csticsokon kiviil nincs k6zos pontjuk, vagyis az élek nem keresztezik egymast.

Topoldgikus bdvités — sziikités:

A grafok sikba rajzolhatosdgat nem befolyasolja, ha valamely éliikon egy j masodfoku
csucspontot vesziink fel (bdvités), vagy ha valamely két ¢élét a grafnak, amelyek ugyanarra a
masodfoku csucsra illeszkednek egybeolvasztunk, s a csucsot toroljik (szikités).

DEFINICIO: (Topolégikusan izomorf)
A G grafot a G’ graffal topologikusan izomorfnak nevezziik, ha G - bdl véges sok topologikus
szlikitéssel, illetve bovitéssel G’ - vel izomorf graf allithato eld.

DEFINICIO: (Tartomany)
Egy G grafnak azon minimalis kdreit, melyek a belsejiilkben mar nem tartalmaznak a grafnak
semmilyen pontjat, tartomanyoknak (orszagoknak) nevezziik.

T2 T3

Megjegyzés:
Két tartomdnyt szomszédosnak szokds nevezni, ha van kéozos éliik. Abran: TI-T2.
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Hérom héz — harom kut probléma:

Egy mezon harom hazat épitettek és a lakoknak harom kutat astak. A kutak gyakran
kiszaradnak, ezért minden hazbol minden kuthoz utat kell épiteni. Mivel a hazak lakéi haragban
vannak egymassal, megépithetok - e az utak ugy, hogy ne keresztezzék egymast?

M, H, Hs

Kuratowski — féle grafok:
Az 5 csticsu teljes grafot és a 3 haz — 3 kut grafot egyiitt Kuratowski — féle grafoknak nevezziik.

TETEL:
A Kuratowski - féle grafok nem rajzolhatok sikba.

TETEL: (Kuratowski - tétele)
Egy graf pontosan akkor sikgraf, ha nem tartalmaz olyan részgrafot, amely topologikusan
izomorf az 5 cstcsu teljes graffal vagy a 3 haz — 3 kat graffal.

Megjegyzés:
o Szemléletesen: Egy G graf akkor és csak akkor sikgraf, ha nem tartalmaz olyan részgrafot,

amely vagy otcsucsu teljes graffa vagy harom haz harom kut grdffa vonhato ossze. A graf
osszevondsan a masodrendii csucsok megsziintetését értjiik.

o A Kuratowski — féle grafokbol elhagyva egy — eqy élt mar sikba rajzolhato grafok adédnak.

TETEL: (Fary — Wagner)
Haegy G graf sikba rajzolhatd, akkor van olyan sikbarajzolasa, ahol minden ¢l egyenes szakasz.

TETEL:
Minden G egyszert, sikba rajzolhat6 grafnak 1étezik olyan csucsa, amely legfeljebb 6todfoku.

TETEL: (Euler - formula)
Ha egy G graf sikgraf, akkor teljesiil a kdvetkez6 Osszefiiggés: c —e +t =k + 1, ahol e az
élek, c a csucsok, t a tartomanyok €és k a komponensek szamat jeldli.
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TETEL:

Ha G egyszeri, sikba rajzolhat6 graf, melynek minden kore legalabb 4 hosszu és cstcsainak
szama legalabb 4, akkor teljesiil a kovetkez6 Osszefiiggés: e < 2¢ — 4, ahol e az élek és c a
csucsok szamat jeloli.

TETEL:
Ha egy Gsikbarajzolhato grafban a minimalis fokszam 5, akkor legalabb 12 darab 6todfoka
csticsa van a grafnak.

TETEL:
Ha G egyszerii, sikba rajzolhato graf és pontjainak szama legalabb 3, akkor teljesiil a kovetkezo
Osszefliggés: e < 3¢ — 6, ahol e az ¢€lek és ¢ a csucsok szamat jeloli.

Sztereografikus projekcio:

A sztereografikus projekcioval a sikon dbrazolhatunk egy gombre rajzolt grafot és forditva, egy
sikba rajzolt grafot izomorf mdédon &dbrazolhatunk a gdmbon. Térképészetben gyakran hasznalt
eljaras, hogy egy G gdomb ¢és egy S sik pontjai kozott 1étesitiink megfeleltetést. Amennyiben a
G gomb egy A pontban érinti a sikot, akkor az A pont atellenes pontja legyen B. A sik valamely
P pontjanak gombi megfelel6jét gy kapjuk meg, hogy a P —t a B - vel 6sszekoté egyenesnek
vessziik a G gdmbbel vett metszéspontjat, s ezt jeloljik P’ - vel. A megfeleltetés kolcsondsen
egyértelmi, szégtartd, de nem tavolsagtartd. Minden pontot le lehet vetiteni a sikra kivéve a
B pontot. Amennyiben a B pont a graf egy csucsa, akkor a vetités el6tt a gdgmbot ugy forgatjuk,
hogy a grafnak ne legyen cstcsa a B pontban.

TETEL:

Egy graf pontosan akkor sikbarajzolhat6, ha gdmbre rajzolhato.
Megjeqyzés.:

o A gombon a kiilsé és belso tartomany kozti kiilonbség eltiinik.

o Egy sikgrdf barmely tartomanya lehet egy masik sikbarajzolasnal kiilso tartomany.
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DEFINICIO: (k — szinezheté graf)
Egy G sikgrafot k - szinezhetOnek neveziink, ha tartomanyait ki lehet festeni k szinnel gy,
hogy barmely két szomszédos tartomany kiilonbozo szinti legyen.

2 szinnel kiszinezhet6 graf

DEFINICIO: (Kromatikus szam)
A k szamot a G graf kromatikus szamanak nevezziik, ha a graf csucsai kiszinezhetok
k szinnel ugy, hogy a szomszédos csucsok, vagyis az éllel Gsszekotott cstucsok szinel
kiilonb6zok lesznek. Jeldlés: y (G).

Kromatikus szam: 3

DEFINICIO: (Kromatikus index)

A k szamot a G graf kromatikus indexének (¢lkromatikus szdménak) nevezziik, ha a graf élei
kiszinezhetok k szinnel tgy, hogy a szomszédos élek, vagyis az egy csucsra illeszked6 élek
szinei kiilonb6zok lesznek. Jelolés: y, (G).

>< \
® Kromatikus index: 3

DEFINICIO: (Paros graf)
Egy G grafot paros grafnak neveziink, ha a cstcsai két halmazba sorolhatok Gigy, hogy a graf
minden ¢élének egyik végpontja az egyik, masik végpontja a masik halmazba tartozzon.

Megjegyzés:
A paros grdf csucsai kiszinezhetdk 2 szinnel ugy, hogy éleinek végpontjai kiilonbozd szintiek.
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TETEL:
Ha a G graf paros graf, akkor barmely korének az éleinek szama péros.

TETEL:
Ha a G graf egyszerli, akkor a kromatikus szdma nem nagyobb, mint a csicspontjai
fokszamanak eggyel megnovel értéke. Jeloléssel: y (G) < A(G) + 1.

TETEL: (Vizing)
Ha a G graf egyszerli, akkor a kromatikus indexe egyenld a csucsok fokszamainak
maximumaval, vagy eggyel megndovelt értékével. Jeloléssel: y, = A (G) vagy x. = A (G) + 1.

TETEL:
A G graf kromatikus szama akkor és csak akkor 2, ha G paros graf és van legalabb egy éle.

Dualis graf:
Egy G graf minden T; tartomanyaban vegyiink fel egy u; pontot. Legyen az e; olyan éle
G - nek, amely a T; és a T; tartomanyok hatéaran fekszik, s ekkor vezessen eg €l u; - bol u; - be.

Az igy felvett csucsok €s az Oket 6sszekotd €lek alkotjdk a G dudlis grafjat.

A fekete graf dudlisa a piros graf.

TETEL: (Otszin - tétel)
Barmely sikbarajzolhat6 sokszoggraf kiszinezhetd 6t szinnel.

Négyszin - sejtés:
A négyszin — sejtés alatt azt értjiik, hogy minden térkép kiszinezhetd legfeljebb négy szinnel
ugy, hogy egy - egy ¢l mentén a szomszédos tartomanyok szine kiilonb6zo legyen.
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Megjegyzés:

o Térképek szinezésénél szokdsos eljards, hogy a szomszédos orszdagokat kiilonbozé szinekkel
szinezik ki. Ha az adost sikbarajzolhaté G grdf dudlisa G', akkor a G grdf k szinnel valo
szinezhetbsége G' - re vonatkozdlag azt jelenti, hogy G' csicsait ki lehet szinezni k szinnel
ugy, hogy szomszédos csucsok kiilonbozo sziniiek, vagyis barmely élének ket végpontja
kiilonbozo szinii. A szinezési problema dualis grafra valo atfogalmazasa lehetoséget ad arra,
hogy tetszéleges graf szinezhetdségérol beszéljiink.

o Szinezés eseten egyszertii grafokrol célszerii beszélni: parhuzamos élek nem valtoztatjak meg
a csucsok szinezhetoséget, hurokél esetén pedig a csucs nem szinezhetd ki semmire, mert
szomszédos onmagaval.

o A négyszin — tétel bizonyitdsdt eddig csak szamitogépek alkalmazasaval tudtak végrehajtani
a feltart konfigurdaciok bonyolultsiga miatt. A matematikusok egy része ma is vitatja azt,
hogy egy tételnek a szamitogépes bizonyitasa elfogadhato - e. A bizonyitasban azota
tobbszor is talaltak hibat, de azok javithatonak bizonyultak. Azt azonban kénnyedén be lehet
latni, hogy legalabb 4 szin kell a sikbeli grafok kiszinezéséhez. (pl.. tetraéder sikgrdafja)
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Gyvakorlo feladatok

1. Az alabbi grafok koziil melyek rajzolhatok sikba?
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3. Rajzolhaté — e az alabbi grafokkal izomorf sikbeli graf?

Sh

4. Sikbarajzolhat6 — e az alabbi abran lathaté Peterson — féle graf?
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. Egy nagyvaros 3 vasutallomasat és 2 autobusz - palyaudvarat koztes megallé nélkiili
foldalatti vasdtvonalakkal Kkivanjuk osszekotni ugy, hogy ezek ne Keresztezzék
egymast. (Nem sziikséges egyenes palyat kialakitani.)

a) Tervezd meg az osszekottetést a palyaudvarok alabbi elhelyezkedése esetén ugy,
hogy minden vasttallomasrol vezessen vonal minden autébusz — palyaudvarhoz!
(vasttallomas: B; buszpalyaudvar: <)

*
* * o

4 L 4 L 4 (o] * o o

o) o * *

b) Tervezd meg a fenti feltételek figyelembevételével a foldalatti vasuthalozatot ugy,
hogy a vasutallomasok és az autéobusz - palyaudvarok kozott is legyen kozvetlen
kapcsolat!

c) Tervezd meg a halézat tovabbfejlesztését az a) feladat feltételei mellett gy, hogy
egy harmadik buszpalyaudvar is szerepeljen a tervben!

. Egy faluban van 3 haz, veliik szemben 3 kozmiicsatlakozas (viz, gaz és
aramszolgaltatas). Minden kozmiivet minden hazhoz be akarunk vezetni.
Megtehetjiik — e ezt ugy, hogy egyik kozmiicsatlakozas sem halad at egy masik alatt
vagy felett?

. Négy iizem kozott ugy épitettek vasitvonalakat, hogy azok minden iizemet a masik
harommal kozvetleniil 6sszekossenek, de sehol se keresztezzék egymast. Egy otodik
iizemet is felépitenek. Megépithet6 - e négy uj vasitvonal is az 6todik iizem és az el6z6
négy iizem kozott ugy, hogy ezek a vonalak ne keresztezzenek sem korabbi, sem
ujonnan épiilt masik vonalat?

. Tekintsiik a kovetkezo testek élvazat grafnak: tetraéder, kocka, oktaéder, dodekaéder,
ikozaéder, hatszog alapu gula, hatszog alapu hasab. Rajzolj a sikban a fenti grafokkal
izomorf, keresztezo €l nélkiili grafokat!

. Egy otszog alapt hasab egyik alaplapjara épitsiink ra egy ugyanolyan alaplapu gulat.
Tekintsiik a test élvazat grafnak. Rajzolj a sikban ezzel a graffal izomorf keresztezo él
nélkiili grafot, vagyis rajzold meg a test Schlegel — diagramjat!
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10. Adott a sikon 9 pont. Ossze lehet — e kotni mindegyiket masik 6 ponttal ugy, hogy az
0sszekoto vonalak ne metszék egymast?

11. Egy sik terepen 20 sator van. A satrakat utakakkal akarjak osszekotni ugy, hogy az
utak ne keresztezzék egymast. Maximalisan hany 1t épitheté ki?

12. Szinezd ki az alabbi graf éleit ugy, hogy a szomszédos élek szine Kiilonb6z6 legyen!
Legalabb mennyi szinre van sziikség?

13. Hatarozd meg azt a minimalis szamot, ahany szinnel az alabbi grafok csucsai
kiszinezhetok ugy, hogy szomszédos csucsok szine Kiilonbozo legyen!

14. Szinezd ki az alabbi graf csucsait igy, hogy barmely él két végpontja kiilonb6z6 szinii
legyen. Minimalisan hany szinre van sziikség? Van — e a grafnak Hamilton — kore,
illetve Hamilton — atja?




15.

16.

17.

18.

19.

20.
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Minimalisan mennyi szinnel lehet Kkiszinezni a szabalyos poliéderek csucsait, illetve
éleit ugy, hogy két szomszédos csucs, illetve az egy csucshoz illeszked6 élek kiilonb6zo
szintiek legyenek?

Ki lehet — e szinezni a harom haz — harom kut graf éleit 3 szinnel gy, hogy 3 — 3 él
azonos szini legyen és egyik csucshoz se csatlakozzon két azonos szinii é1?

Egy 5 pontua teljes graf éleit pirosra vagy kékre szinezziik ugy, hogy a grafban ne
legyen egyszinii haromszog.

a) Mutasd meg, hogy minden pontbél két piros és két kék él indul!

b) Bizonyitsd be, hogy a graf minden pontjat felfiizhetjiik egyszinii, zart lancra!

Egy 5 csticsu teljes graf éleit két szinnel (pirossal és kékkel) szinezziik. lgaz - e, hogy
tetszoleges szinezés esetén mindig talalhaté egyszinii hiromszog?

Egy 6 csicsu teljes graf éleit két szinnel (pirossal és kékkel) szinezziik.
a) Bizonytisd be, hogy tetszoleges szinezés esetén talalunk egyszinii haromszoget!

b) Mutasd meg, hogy biztosan van két egyszinii haromszog!

C) Bizonyitsd be, hogy ha valamelyik csticsbol négy azonos szinii €l indul ki, akkor
legalabb két olyan haromszoget kapunk, amelynek oldalai azonos szintiek?

Egy szigetvilagban két hajotarsasag biztositja a szigetek kozotti osszekottetést ugy,
hogy barmely két sziget kozott van legalabb egy hajojarat.

a) Bizonyitsd be, hogy akarmelyik 6 sziget kozott van harom olyan, amelyek kozott
korutat lehet bejarni egyazon tarsasag hajoival!

b) Igazold, hogy valamelyik tiarsasag minden szigetrdl indit hajét!

c) Bizonyitsd be, hogy a két tarsasag koziil kivalaszthaté az egyik ugy, hogy hajéival
(atszallassal) barmely szigetrél akarmelyik mas szigetre eljuthatunk!
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21.

22.

23.

24,

25.

26.
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Egy 17 csucsu teljes graf éleit harom szinnel (piros, kék, zold) szinezziik. Bizonyitsuk
be, hogy tetszoleges szinezés esetén talalunk egyszinii haromszoget!

Tizenhét sziget kozott harom hajotarsasag biztositja az osszekottetést gy, hogy
barmely két sziget kozott van legalabb egy hajojarat. Igaz - e, hogy van harom olyan
sziget, amelyek kozott korutat lehet bejarni egyazon tarsasag hajoival!

Egy szabalyos szazotszognek megfelel6 graf minden élét pirosra vagy zoldre festettiik.
a) Eléfordulhat - e, hogy minden csiicsbél 79 zold atlé indul?

b) Ha a sokszog 1120 atlojat zoldre festettiink, akkor hany piros atlo van?

Egy konvex hetvenhétszognek megfeleld graf osszes atlojat meghuzzuk, majd koziiliik
egyeseket pirosra szineziink.

a) Hany atlot huztunk meg?

b) Lehetséges — e, hogy a sokszog minden csticsaba pontosan 13 piros atlé fut be?

Bizonyitsd be, hogy egy paros grafban nincs olyan kor, amely éleinek szama paratlan!
Vizsgald meg, hogy igaz — e az allitas megforditottja?

Tekintsiik az alabbi grafot egy sziget térképének. Szinezd ki ezt a térképet két szinnel
ugy, hogy egy - egy él mentén a szomszédos tartomanyok szine kiilonb6z6 legyen!
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27. Legalabb hany szinre van sziikség az alabbi térképek Kiszinezéséhez, ha azt
szeretnénk, hogy a szomszédos tartomanyok kiilonboz6 sziniiek legyenek?
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28. Szinezd ki az alabbi vaktérképeken Eurodpa, Azsia, Afrika, Eszak — Amerika és
Dél - Amerika orszagait ugy, hogy minden egymassal hataros orszag kiilonb6zo szini
legyen, az éceanokkal hataros teriiletek ne legyenek vilagoskék sziniiek, tovabba a
kiilonallo szigeteket nem tekintjiik semelyik orszaggal hatarosnak. Legkevesebb
mennyi szinnel teljesithet6 ez a szinezés, s legkevesebb mennyi szinnel lehetne
kiszinezni az egész vilagtérképet?

Ay
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