Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Bizonyvitasok

Bizonvitasi modszerek:

Direkt bizonyitas:

Ez a leggyakoribb bizonyitdsi mddszer. Ennek lényege a kovetkezd: Ismert definiciok,
tételek segitségével 1€pésrdl 1épésre torténd kovetkeztetések levonasa utan jutunk el a
bizonyitand¢ allitashoz.

Indirekt bizonyités:

Ennek lényege a kovetkezd: Egy Aallitds bizonyitasat ugy végezzik el, hogy elészor
feltételezzilk az éllitds tagadasat, majd ebbdl kiindulva, 1€pésrdl 1épésre torténd
kovetkeztetések levonasa utan egy ismert allitassal ellentmond¢ allitdshoz jutunk. Ezt az
ellentmondast csak tigy oldhatjuk fel, ha a kiindulasi feltételezésiink (a bizonyitandé allitas
tagaddsa) nem igaz. Ekkor azonban az eredeti allitas igaz.

Teljes indukcio:

Ennek lényege a kovetkezd: A természetes szamokkal kapcsolatos allitast eldszor
ellendrizziik néhany konkrét szamértékre, pl.: n = 1 —re, n = 2 - re. Ezutan megmutatjuk,
hogy ha valamely k természetes szamra igaz az allitds (a k 1étezését mar szamitassal
ellendriztiik), akkor a kdvetkezd k + 1 természetes szamra is igaz lesz. Ekkor a tulajdonsag
k —rol k + 1 — re 6roklodik, vagyis az allitds minden természetes szamra igaz lesz.

Skatulya — elv:

Ennek Iényege a kdvetkezd: Azt hasznéljuk fel, hogy ha van n darab sktulyéank, és ezekbe
n - nél tobb dolgot helyeziink el, akkor biztosan lesz legalabb egy olyan skatulya, amelybe
egynél tobb dolog keriil. Tovabba, ha az n skatulydba n - k — nal tobb dolgot helyeziink el,
akkor biztosan lesz legalabb egy olyan skatulya, amelybe k — nal tobb dolog kertil.
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TETEL:
Ha G egyszerti, sikba rajzolhato graf és pontjainak szama legalabb 3, akkor teljesiil a kovetkezo
Osszefliggés: e < 3¢ — 6, ahol e az élek és ¢ a cslicsok szamat jeloli.

Bizonyités:

Tegylik fel, hogy a graf 6sszefiiggd. Mivel a grafban nincs hurokél, sem parhuzamos élek, igy
minden tartomanyt legalabb 3 €l hatarol, tovabba egy ¢l pontosan két tartomany hataran fekszik.
Ebbdl a kovetkez6 adodik: 3t < 2e. Mivel az Euler — formula szerint t = 2 + e — ¢, igy ezt
behelyettesitve az el6zé egyenldtlenségbe, rendezés utan adodik a bizonyitando allités:
3-(2+e—c) < 2e,vagyise < 3c —6.

Amennyiben a graf nem 0sszefiiggd, akkor bizonyos szdmu €l behtizdsa utdn készitsiink beldle
Osszefiiggd grafot. Erre biztosan teljesiil az allitas, de akkor az eredeti, nem Osszefliggd grafra
is teljestilnie kell, mert az kevesebb ¢€Ibdl allt, mint a kapott dsszefliggd graf.

TETEL:
Minden G egyszerti, sikba rajzolhat6 grafnak 1étezik olyan csucsa, amely legfeljebb 6todfokua.

Bizonyités:
Legyen a grafnak x (x = 3) cstcsa. Indirekt tegyiik fel, hogy minden csucs fokszama legalabb
6. Mivel a fokszamok Osszege megegyezik az élek szamanak kétszeresével, igy a grafnak
legalabb 3x ¢le lenne. Ekkor azonban ellentmondas adodik, mert egy x cstcst Osszefliggd
sikgrafnak legfeljebb 3x — 6 ¢éle lehet. Ezek alapjan nem teljestilhet a feltevésiink, vagyis az
eredeti allitas igaz.

[ ]
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TETEL: (Euler - formula)
Ha egy G graf sikgraf, akkor teljesiil a kovetkez6d Osszefliggés: c —e +t =k + 1, ahol e az
élek, ¢ a csucsok, t a tartomanyok és k a komponensek szamat jeldli.

Bizonyitas:

A bizonyitast teljes indukcioval végezziik a komponensekre nézve.

Tekintsiink eldszor egy 0sszefliggd grafot, vagyis k = 1 miatt a formula: c —e +t = 2.
Vegyiik a grafnak egy tetszéleges korét. Amennyiben ennek tordljiik egy €lét, akkor az altala
hatarolt két tartomany egyesiil. Ebb6l adodoan a tartomanyok és élek szama eggyel — eggyel
csokken, mig a csiicsok szdma nem valtozik, vagyis a ¢ — e + t formula értéke valtozatlan.
Mivel egy korbol hagytunk el élt, igy a grafunk tovabbra is 6sszefiiggd maradt. Végezziik el ezt
az eljarast addig, amig a grafban nem marad kor, vagyis egy feszitd fat (kdrmentes, 6sszefiiggd

grafot) kapunk. Mivel a ¢ — e + t formula végig valtozatlan maradt, igy ezt elég fakra belatni.

Fak esetént = 1 és e = ¢ — 1, s ezt behelyettesitve adodik az allitas: ¢ — (c — 1) + 1 = 2.

Tegyiik fel, hogy k komponensre igaz az allitds: c —e +t = k + 1.

Ekkor bizonyitsuk be, hogy k + 1 komponensre is teljesiil az allitas: c —e +t = k + 2.
A k + 1 — edik komponensre, mint dsszefiiggd grafra fennall a formula: ¢’ — e’ +t' = 2.

Ezt a k + 1 — edik komponenst illessziik az eddigi k komponenshez, s igy az 0j grafra a
kovetkez6 adodik: c+c' +t+t'—e—e' =k + 3.

Az igy keletkezé grafra a kovetkezd is fennall: ¢ =c+c’;e”" =e+e’;t" =t+t' -1
(az Gjabb komponens kiils6 tartomanya megegyezik az addigiak kiilsé tartomanyaval).

Ezt visszahelyettesitve adodik az allitas: ¢’ +t"" + 1 —e" =k + 3,vagyisc'" +t" —e" =k + 2.

Ezek alapjan minden pozitiv egész k értékre belattuk a tételt.
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TETEL:
A Kuratowski - féle grafok nem rajzolhatok sikba.

Bizonyités:
Jel6lje a graf éleinek szamat e, a csucsok szamat c, a tartomanyok szamat t és a komponensek
szamat pedig k.

Tekintstik el6szor az 5 csucsu teljes grafot. (¢ = 5;e = 10)

Mivel minden tartomanyt legalabb 3 ¢l hatarol, tovabba egy €l pontosan két tartomany hataran
fekszik, igy a kovetkezot kapjuk: 3t < 2e.

Euler — formula szerint a tartomanyok szama: t =2 + 10 -5 = 7.

A kapott értékeket behelyettesitve az el6z6 egyenldtlenségbe ellentmondas adodik: 21 < 20.

Tekintsiik most a harom haz — harom kut grafot. (c = 6;e = 9)

Mivel minden tartomanyt legalabb 4 ¢l hatarol, tovabba egy ¢l pontosan két tartomany hataran
fekszik, igy a kovetkezot kapjuk: 4t < 2e.

Euler — formula szerint a tartomanyok szdma: t =2 +9 — 6 = 5.

A kapott értékeket behelyettesitve az el6z6 egyenldtlenségbe ellentmondas adodik: 20 < 18.

Ezek alapjan a grafok nem rajzolhatok sikba.

A bizonyitést egyszeriibben is elvégezhetjiik az Euler — formula segitségével:
c=5e=10;t=10;k =1 — 5—-10+10#1+1 — 5#2

c=6e=9t=6k=1 — 6—-9+6*1+1 — 3+2
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A harom haz — harom kut grafra egy szemléletes bizonyitas:

Eldszor kossiink 6ssze két hazat két kuttal, s igy keletkezik egy zart négyszog.
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A harmadik haz a négyszog belsejébe, vagy azon kiviilre esik, s kossiik dssze azt is a kutakkal:
Hy
H, K, : ;
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Mindkét esetben hadrom részre bontjuk a sikot a vonalakkal, ezért a harmadik kutat barhova is
helyezziik le, mindig lesz egy olyan haz, amely ettdl ¢lek mentén el lesz szeparalva.
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Ezek alapjan nem rajzolhat6 sikba a graf.



