Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Grafelmélet I1.

DEFINICIO: (Séta)
A G graf egy olyan élsorozatat, amelyben a csucsok és az ¢lek tobbszor is szerepelhetnek,
sétanak nevezziik.

Egy lehetséges séta: A;1;B;2;C;3;D;4;,E;12;B;1;4;9; G

DEFINICIO: (Vonal)
A G graf egy olyan élsorozatat, amelyben az ¢élek nem ismétlédhetnek, de a csucsok igen,
vonalnak nevezziik.

Egy lehetséges vonal: D; 4; E;12; B;11;G;9;A; 1; B; 2; C

Megjegyzés:
Abban az esetben, ha a vonal kezddpontia megegyezik a végpontjdaval, akkor zdrt vonalrdl,
ellenkezo esetben pedig nyilt vonalrol beszéliink.
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DEFINICIO: (Ut
A G graf egy élsorozatat, amelyben az ¢lek és a csucsok sem ismétlodhetnek, utnak nevezziik.

Egy lehetséges ut: H;7;G;9; A;1;B; 10; F; 5; E; 4; D

Megjegyzés:
o Szemléletesen: Az ut olyan vonal, amely sehol sem metszi 6nmagat.

o Az ut hossza alatt az ut altal tartalmazott élek szamat értjiik.

DEFINICIO: (Kor)
A G graf egy olyan élsorozatat, amelyben az élek és a csucsok sem ismétlddhetnek, kivéve a
kezd6 és végpontokat, melyek megegyeznek, kdrnek nevezziik.

Egy lehetséges kor: B; 1; A4;9; G; 6; F; 10; B

Megjegyzés:
o Szemléletesen: A kor olyan ut, melynek kezdo és végpontja megegyezik.

o A koér hossza alatt a kor altal tartalmazott élek szamat értjiik.
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DEFINICIO: (Tavolsag)
EgQy G graf két csticsanak tavolsagan az azokat 6sszekotd legrovidebb ut hosszat értjiik.

Megjegyzés:
Ha két csucsot nem két ossze ut, akkor a két pont tavolsagat végtelennek tekintjiik.

DEFINICIO: (Atmérd)
EQy G graf csticsai kozotti tadvolsdg maximumat a graf atmérdjének nevezzik. Jele: diam(G).

TETEL:
Ha egy grafban van kor, akkor van két olyan pontja, amelyiket két kiilonb6z6 ut kot Gssze.

TETEL:
Ha egy 0sszefiiggd grafban minden cstcs fokszama legalabb 2, akkor a grafban van kor.

TETEL:
Ha egy egyszerli graf barmely csticspontjanak foka legaldbb k (k > 1), akkor van a grafban
egy legalabb k + 1 hosszasagu kor.

TETEL:
Egy 0sszefiiggd grafban barmely kor élét elhagyva dsszefliggd marad.

TETEL:
Az n csucsu 6sszefliggd, egyszerli grafnak legalabb n — 1 darab éle van.

TETEL:
Ha egy n csucst 0sszefiiggd grafban n — nél kevesebb €l van, akkor a graf tartalmaz elséfoku
csucsot.
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DEFINICIO: (Fagraf)
Egy 0sszefiiggd, egyszerli G grafot fa grafnak neveziink, ha nem tartalmaz kort.

Megjegyzés:

o A fagraf elsofoku csucsait leveleknek nevezziik.

o Egy fagraf barmely két pontjat osszekotve, a kapott grafban mar lesz kor.
o Egy fagraf barmely élét elhagyva, a kapott grdaf mar nem lesz dsszefiiggo.

o A fenti két tulajdonsagbol adodik, hogy az n pontu dsszefiiggd grafok koéziil a fagrdfnak van
a legkevesebb éle és a fagrdf a maximalis élszamu kormentes grdf.

TETEL:
Egy n csticsu fagrafnak pontosan n — 1 éle van.

TETEL:
Egy fagraf barmely két csticsa kdzott pontosan egy Ut 1étezik.

TETEL:
Béarmely fagrafban van legalabb két els6foku csucs.

DEFINICIO: (Feszitéfa)
Egy G graf feszitéfajanak nevezziik a G' - t, ha G' fa és részgrafja G — nek, illetve G minden
csucsa G' - nek is csucsa.

TETEL:
Minden egyszerii, 0sszefiiggd grafnak van feszitofaja.
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TETEL: (Cayley - tétele)
Az n csucspontll K, teljes graf kiilonbozo feszitéfainak a szama: n™ 2.

Megjegyzés:

Az Osszes kiilonbozé n csvicsii fagrdfok szama n™ 2.

Utaz6 ligyndk problémaéja:

Az utazo ligyndk problémaja azt jelenti, hogy a kereskedelmi utazonak adott varosokat kell
bejarnia, oly modon, hogy minden varosba csak egyszer megy el, és végiil visszatér a cégének
székhelyére. Mivel egy - egy utnak jol meghatarozott tikdltsége is van, igy tobb ut esetén
célszerli azt az utat valasztania, melynek koltsége minimalis.

Sulyozott graf minimalis feszitdfajanak keresése:
Egy grafot sulyozottnak neveziink, ha minden ¢éléhez hozza van rendelve egy valos szdm. A
graf feszit6fajat minimalisnak mondjuk, ha az éleihez rendelt sulyok 0sszege minimalis.

o Kruskal - algoritmus: El9szor valasszuk a graf éleib6l a minimalis sulyt e, —et. Ezt kovetéen
a megmarado ¢élekbdl valasszuk a minimalis sulyu e, — t gy, hogy az elézbleg valasztott
¢llel ne alkosson kort. Ezt az eljarast addig folytatjuk, amig tudunk olyan minimalis sulya
¢lt kivalasztani, mely az elézdleg valasztott élekkel nem alkot kort. Amennyiben tobb ilyen
¢l nem létezik, akkor az algoritmus véget ért.

e Prim - algoritmus: Elészor valasszuk ki a graf egy tetszéleges v; cstcsat. Ezutan
kivalasztunk az erre a csucsra illeszked6 élek koziil egy minimalis sulya e; — et, s legyen
ennek a masik végpontja v,. A kdvetkez6 1épésben a vy, illetve v, csticsokra illeszked?d élek
koziil valasztunk egy minimalis sulyl e, — t Ggy, hogy az elézdleg valasztott éllel ne
alkosson kort, s legyen ennek a masik végpontja v;. Ezt az eljarast addig folytatjuk, amig
van a grafnak még valaszthatd pontja. Amennyiben a graf cstcsai elfogytak, akkor az
algoritmus véget ért.

DEFINICIO: (Komponens)

Egy G grafnak az 0sszefiiggd maximalis részgrafjait G komponenseinek nevezziik. A részgraf
maximalis abban az értelemben, hogy nem lehet ndvelni G csucsainak vagy éleinek hozza
vételével, mert akkor mar nem lenne 6sszefliggd.

3 komponensii graf:

Megjegyzés:
Szemléletesen: A komponensek egy nem oOsszefiiggo graf osszefiiggo részei.
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DEFINICIO: (Erdé)
Egy G grafot erddnek neveziink, ha komponensei fak.

2 komponensti erd6: y K

TETEL:
Ha egy graf erdd és k komponensbdl all, akkor a csticsok és élek szamanak kiilonbsége k.

DEFINICIO: (Euler — vonal)
A G graf egy vonalat Euler — vonalnak nevezziik, ha a graf minden élét tartalmazza.

Egy lehetséges Euler —vonal: F; 6;4; 1;B;2;C;3; D;4; E; 8;B; 7; F; 5, E

Megjegyzés:

o A zart Euler — vonallal rendelkezo grdafot Euler — grafnak nevezziik.

o Ha egy dsszefiiggd graf élidegen korok unioja, akkor van zart Euler — vonala.

e Ha egy grafnak 2 — nél tobb paratlan foku csucsa van, akkor nem rajzolhato le egy vonallal.

o Ha egy osszefiiggd grdafban a pdratlan foku csucsok szama 2k, akkor legkevesebb
k — 1 él nem rajzolhato meg egyetlen vonallal.

TETEL:
Egy 0sszefiiggd grafnak pontosan akkor van zart Euler - vonala, ha minden cstcs foka paros.

TETEL:
Egy 0sszefiiggd grafnak pontosan akkor van nyilt Euler - vonala, ha pontosan kettd paratlan
fokszamu csucsa van. (Ekkor éppen ez a két cstics az Euler — vonal kezdd, illetve végpontja.)
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DEFINICIO: (Hamilton — ut)
A G graf egy utjat Hamilton — itnak nevezziik, ha a graf minden cstcsat tartalmazza.

D

F 5 E 4
GI\Ig 3
A 1 B 2

C

Egy lehetséges Hamilton —ut: A;1; B; 7; F;5;,E; 4; D; 3; C

DEFINICIO: (Hamilton — kor)
A G graf egy korét Hamilton — kornek nevezziik, ha a graf minden csucsat tartalmazza.

D

F 5 E 4
GI\IS 3
A 1 B 2

C

Egy lehetséges Hamilton — kor: D; 3; C; 2; B; 1; A; 6; F; 5; E; 4; D

TETEL:
Ha egy egyszerli, Osszefliggd grafnak van olyan k cstcsa, melyek torlése utan k +1
komponensére esik szét, akkor nincs a grafnak Hamilton - kore.

TETEL:
Ha egy egyszerl, Osszefiiggd grafnak van olyan k pontja, melyek torlése utan k + 2
komponensre esik szét, akkor nincs a grafnak Hamilton — utja, s igy Hamilton - kore sem.

Megjegyzés:

Altalénos esetben nem ismert igazan jé algoritmus Hamilton — kér és Hamilton — it keresésére.
A fentebb kozolt két tételben a feltétel csak sziikséges, de nem elégséges: elofordulhat, hogy
akkor sincs a grafban Hamilton — kor vagy Hamilton — ut, ha csak k komponensre esik szét.

TETEL: (Dirac - tétele)
Ha egy egyszerii, Osszefliggd grafnak n (n > 2) csucsa van és minden csticsanak a foka
legalabb 2, akkor van a grafnak Hamilton - kore.

TETEL:
Ha a graf rendje n (n > 2) és barmely két nem szomszédos cstcs fokanak az dsszege nem
kisebb a graf rendjénél, akkor a grafnak van Hamilton - kdre.
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Gyvakorlo feladatok

1. Rajzolj olyan fagrafot, amelyben a csucsok fokszama a kovetkezo!

A:0;1;1;2;2 B:1;1;1;1;2;2;4 C:1:1;2;2;3;3 D:1;2:3;3;4;5
2. Rajzolj két kiillonb6z6 6 csticsi fagrafot!
3. Rajzolj olyan erdot, amely 4 komponensbél és 10 csticsbol all! Mennyi éle van?

4. Egy fanak 8 pontja van, fokszamai pedig kétfélék. Mi lehet ez a két szam? Keresd meg
az 0sszes megoldast, s rajzold le a kapott fakat!

5. Dontsd el, hogy melyik fa az alabbi grafok koziil! A fakban hatarozd meg a pontok,
élek, illetve levelek, ketto — és haromfoku pontok szamat!

AR

6. Hany kiilonbo6z6 kettd, illetve harom pontbdl allé fagraf van?




7.
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Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Azonos gyongyszemeket Kkell oOsszekotniink egyenld hosszi cérnaszalakkal. A
gyongyoket csak az oda befuté cérnaszalak szama szerint kiilonboztetjiik meg, két
gyongyot csak egy cérnaszal kothet 6ssze. Hany kiilonb6zé moédon lehet 4; 5 illetve 6
szem gyongyot a leheto legkevesebb cérnaszallal 6sszekotni? Rajzold le a grafokat!
Milyen grafok keletkeznek?

Rajzold le annak a fanak a grafjat, amely egy aggal indul, és minden évben minden aga
hajt egy uj agat. Rajzolj a feladatnak megfelelé grafot! Hany aga lesz ennek a fanak a
hatodik év végére? Hogyan adhatjuk meg az agak szamanak sorozatat?

Tavasszal eliiltettiink egy fat, amely egy agbdl allt. Ez az ag két évig nétt, majd a
masodik év leteltekor tavasszal hajtott egy j agat, ezutan minden tavasszal hajtott egy
uj agat. Az uj hajtasok az elsé évben csak novekednek, és a masodik év végén kezdenek
uj agat hajtani, és aztan minden évben tavasszal uj agat hajtanak. Hany ag lesz a
hatodik év végén, amikor még nem hajtottak ki az j hajtasok, ha kozben egyetlen ag
sem tort le? Rajzolj a feladatnak megfelelé grafot!

. Az M = {a; b; c; d; e} halmaznak mennyi hiaromelemii részhalmaza van? Abrazold

fagraffal a részhalmazokat!

ird fel a 3960 primtényezés felbontasat és abrazold fagraffal!

Abrazoljuk fagraffal a 120 primtényezos felbontasat! Mennyi nem izomorf grafot
kaphatunk?

Felrajzoljuk a csaladfat a dédsziilokig (vagy ameddig tudjuk). Igaz — e, hogy fagrafot
kapunk? Mit jelent, ha valaki nem fagrafot rajzol fel?

Minek neveznénk azokat a fagrafokat, amelyeknek minden pontja legfeljebb
masodfoku? Hany elséfoku pontja van egy ilyen fanak?

Bontsd fel a 12 —t 7 darab pozitiv egész szam osszegére! Meg lehet - e adni barmilyen
felbontas esetén egy a tagoknak megfelel6 fokszamsorozata 7 csicsu fagrafot?
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Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Egy 3 piros, 4 kék és 5 fekete golyot tartalmazé dobozbol hizunk 3 golyot
visszatevéssel, illetve visszatevés nélkiil. Rajzold meg a lehetoségek fajat mindkét
esetben!

Minimum ¢és maximum mennyi ¢éle lehet annak a 10 csucsu egyszeru grafnak,
amelyben nincs kor?

Mennyi éle van annak az egyszeri, o0sszefiiggé 11 csicsu grafnak, amelyben nincs
kor?

Mennyi pontja és mennyi levele lehet annak a fanak, amelyben a pontok
fokszamainak 6sszege 167

Hany pontja van annak a fanak, amelyben az élek szama pontosan 6tode a fabol
»hianyzo6” élek (vagyis az osszekotetlen pontpaok) szamanak?

Egy 15 ponti fagrafban 12 levél van. Mennyi lehet a tobbi pont fokszama? Hany élen
halad at a graf leghosszabb utja?

Mennyi pontbdl all az az erdé, amelynek 5 fajaban osszesen 16 él van?

Add meg egy n ponti teljes graf és egy n pontu fa élei szamanak hanyadosat!

Hatarozd meg az n pontu teljes graf, valamint az n pontu fagrafok atmérdinek
maximumat!

Tervezz 5 barat szamara telefonos iizenettovabbité rendszert gy, hogy ha
barmelyikiik kap egy iizenetet, az a tobbiekhez is eljut. A rendszer tegyen eleget a
kovetkezo feltételeknek: (1) a leheto legkevesebb telefonhivassal jusson el az iizenet a
tobbiekhez; (2) senki se kapja meg kétszer ugyanazt az iizenetet!

10



26.

217.

28.

29.

30.
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Egy megye 6 faluja kozott uj utakat épitenek. Legkevesebb hany utat kell épiteni, ha
minden falubdél minden faluba Gj Gton akarunk eljutni?

Legalabb hany telefonvonalat kell 1étesiteni n szamu telefonkozpont kozott, ha azt
akarjuk, hogy barmelyik kozpontbol barmelyikbe lehessen telefonalni?

Lehetséges — e 30 gépet osszefiiggo halozatba kotni 28 kabellel?

Egy tarsasag tagjai most talalkoztak elészor, eddig 13 e - mailcim — csere tortént a
meghbeszélés alatt, s ennyi elegendé ahhoz, hogy pontosan egy uton barki iizenete
eljusson barkihez. Legfeljebb hany fos lehet ez a tarsasag?

Tekintsiik az alabbi fagrafot, amelyben a leveleken kiviil minden pont fokszama 4.
Hany kiilonb6z6 hosszisagu titon juthatunk a piros levelekbe az A; B illetve C pontbdl
kiindulva? (Egy — egy élen csak egyszer mehetiink végig.)

@
e —o—0
@] ¢ Q
@ [ ]
*—o—0 o—o—0
B
@ L @ L @
A o
o—o—0 o—o—0
() (]
@ @ @
e—o—0
[ ]
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Ildi és Zoli a kovetkez6 grafjatékot jatssza n ponton: felvaltva huznak be éleket, és az
veszit, aki kort zar be. Kinek van nyer6 stratégiaja, ha n paros, illetve ha paratlan?

Hany mérkozést jatszik Kieséses rendszerben n csapat, mire kideriil, hogy melyik
csapat a bajnok, ha a csapatokat parba allitjak, a gyoztes tovabbjut a kovetkezo
forduloba, a vesztes kiesik. Ha egy csapatnak nem jut par, akkor mérkozés nélkiil jut
tovabb. Hany mérkozésre van sziikség, ha azt is meg akarjak allapitani, hogy melyik
csapat a masodik legjobb? Szemléltetéskor milyen grafot kapunk?

n =32 n =48 n =1024 n=2765288

A 12 telepiilés kozott vizvezetékrendszert terveznek. A telepiilések helyzetét és a
kozottiik 1évo csatornafektetés osszkoltségeit az alabbi abra modellezi. Az A telepiilés
csatlakozik az orszagos halézatra. Add meg a leggazdasagosabban megépitheto
rendszert ugy, hogy minden telepiilés be legyen kotve a halézatba!

I 2 J 3
¢ 9
1 7
£ 6 ‘F
2
2 8 8 8 6
@ @ Ll
A 1 B 5 C 2 D

Keress kétféleképpen maximalis koltségii favazat az alabbi grafban!
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35. Egy megye 6 telepiilése kozott vizvezetékrendszert terveznek. A telepiilések helyzetét
és a kozottiik 1évo esetleges csatornafektetés osszkoltségeit az alabbi egy — egy abra
modellezi. Szinnel jeloltiik azt a telepiilést, amelyik az orszagos halézatra csatlakozik.
(A koltségek a kiilonb6z6 domborzati viszonyok és tavolsagok miatt nagyon eltéréek,
s nem rajzoltuk be a megépithetetlen vezetékeket.) A tervezési szempontok a
kovetkezok:

1. Minden telepiilést be kell kotni a halozatba.
2. A lehetd leggazdasagosabban kell eljarni, vagyis cél az 6sszkoltség minimalizalasa.

Mennyi a minimalis koltség? Adj meg egy — egy ilyen megépithetd rendszert!

12 1 10 3
) 10 . ‘ 10
13 7 9 8

36. Add meg az alabbi két graf egy — egy maximalis koltségii favazat! Mennyi ez a
maximalis koltség?
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38.

39.

40.

41.

42.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Van — e olyan fagraf, amelyben van nyitott Euler — vonal? Ha van, akkor milyennek
kell lennie a grafnak?

Van — e olyan fagraf, amelyben van zart — Euler — vonal?

Van — e olyan graf, amelyben van zart — és nyilt — Euler vonal is?

Van — e olyan séta, amely ut, de nem vonal?

Adott néhany fokszamsorozat.

A:0;1;1;2;2;4;4;5 B:1;1;2;2;7 C:1;1;1;12;2;3;3
D:1;1;1;1;2 E:4;4;4;4;4 F:3;3;3;4;5

A kovetkez6 allitasok melyik fokszamsorozatra igazak?

a) Rajzolhato ilyen osszefiiggo graf.

b) Rajzolhato ilyen egyszerii graf.

c) Rajzolhato ilyen osszefiiggo graf ugy, hogy akarmelyik élét elhagyva a graf mar
nem lesz osszefiiggo.

d) A grafnak van Euler — vonala.

e) Az igy rajzolhaté grafban biztosan van kor.

Adj meg két sétat az alabbi grafban, amelyen at A — bol E — be juthatunk!
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43. Tartalmaz — e kort az abran lathaté ,,cip6fiiz6” graf?

44,

45.

A B
D C
E F
G H

Adj meg az alabbi grafban olyan bejarast, ami az A cstcsbél F pontba visz és teljesiil
ra a kovetkezo!

a) séta, de nem vonal és nem ut
b) vonal, de nem 1t

c) ut

Adj meg az alabbi grafban olyan bejarast A —bdl G — be, amelyre teljesiil a kovetkezo!
a) séta, de nem vonal és nem ut

b) vonal, de nem ut

c) ut

(A 3 vonalat igy add meg, hogy A — n és G — n kiviil ne legyen kézos pontjuk!)

A G
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46. Tekintsiik a kovetkezo grafot.

F A

a) Adj meg két kiilonbo6zo6 utat az A és az I pontok kozott!

b) Adj meg egy olyan vonalat az A és az I pontok kozott, amelyik nem qt!
Adj meg egy olyan utat, amelynek élei szerepelnek a vonal élei kozott is!

c) Adj meg egy olyan sétat az A és az I pontok kozott, amelyik nem vonal!
Adj meg egy olyan vonalat, amelynek élei szerepelnek a séta élei kozott!

d) Adj meg egy kort! Igaz-e, hogy a kor barmely élét torolve a graf 6sszefiiggé marad?

47. Adj meg 6 olyan utat az alabbi grafban, amelyek az A pontbol indulnak, minden
pontot érintenek és kiilonb6zo a végpontjuk!

48. ird fel az alabbi grafban az osszes olyan vonalat, amely a graf minden élét
tartalmazza!
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49. Létezik — e nyilt vagy zart Euler — séta az alabbi grafokban?

A E F
.@D GQJ
C H |
50. Az alabbi grafok koziil melyikben van zart és melyikben van nyitott Euler — vonal?
A D A D A D
B o} B o} B o}

51. Van - e Hamilton — kér, illetve Hamilton - 1it az alabbi grafokban?
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Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

52. Van - e Hamilton — kore, illetve Hamilton ttja a kovetkezo grafoknak?

53. Van - e Hamilton — kore, illetve Hamilton ttja a kovetkezo grafoknak?

D pei <

e ELD
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Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

54. Az alabbiak koziil melyeknek van Euler — vonala, illetve Hamilton — kore?

X X

55. A graf csucsainak szinezése segitségével bizonyitsuk be, hogy a kovetkezo grafoknak
nincs Hamilton — kore! Van — e a grafokban Hamilton — at?

w0

56. Rajzolj meg egy — egy Hamilton — kort a szabalyos poliéderek grafjaiban!

57. Melyik n csiacsu teljes grafok rajzolhatok meg egyetlen ceruzavonassal, a ceruza
felemelése nélkiil?
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Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

58. Lerajzolhatok - e a kovetkezé abrak a ceruza felemelése nélkiil ugy, hogy minden
vonalon pontosan egyszer haladjunk végig?

\j\/\/";'

e B

—

59. Melyik hazat tudjuk lerajzolni a ceruza felemelése nélkiil ugy, hogy egyik vonalat sem
rajzoljuk at tobbszor?

AR
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Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

60. Legkevesebb hany élt kell elhagyni az alabbi grafbol, hogy teljesiiljon a kovetkezo6:

a) kiindulva egy csucsabdl, végig haladhassunk tgy az éleken, hogy minden élt
pontosan egyszer jarjunk be és végiil visszaérkezziink a kiindulasi csicsba?

b) kiindulva egy csucsabol, végig haladhassunk ugy az éleken, hogy minden élt
pontosan egyszer jarjunk be?

61. Legalabb hanyszor kell felemelni a ceruzat és egy masik pontban folytatni a rajzolast,
hogy megrajzoljuk az abrakat ugy, hogy egy szakaszt se rajzoljuk at egynél tobbszor?

[ @
[ ®
4 L

62. Az alabbi grafban nem talalhaté sem nyitott, sem zart Euler — vonal.

a) A leheté legkevesebb él berajzolasaval érd el, hogy legyen a grafban nyitott, illetve
zart Euler - vonal!

b) Melyik él torlésével érhetjiik el, hogy nyitott Euler — vonal legyen a grafban?
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63.

64.

65.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Rajzold meg a szabalyos 6tszog minden atlojat. Az igy kapott alakzatot tekintsiik
olyan grafnak, amelynek a pontjai az 6tszog 6t csticsa. Van — e ennek a grafnak zart,
illetve nyilt Euler — vonala?

A 18. szazadban Konigsberg varosat a Pergel folyon 7 hid kototte 6ssze (abran).

Bal part

E o JHE

Jobb part

a) Vasarnaponként a varos lakoi szivesen sétalgattak, és felvetették a kovetkezo
kérdést: lehetséges - e, hogy valaki a lakasabdl indulva minden hidon atsétaljon,
majd hazaérkezzen ugy, hogy egyik hidon se menjen at egynél tobbszor? (A
problémaval Eulerhez fordultak, aki a szentpétervari akadémia tanara volt.)

b) Van - e olyan varosrész, amelybél indulva bejarhatjuk a hidakat ugy, hogy
mindegyiken pontosan egyszer menjink at, de nem kell feltétleniil
visszaérkezniink a Kkiindulasi helyre?

c) Legkevesebb hany hidat kell épiteni, és hova, hogy legyen olyan varosrész,
amelybdl indulva be tudjuk jarni a hidakat ugy, hogy mindegyiken pontosan
egyszer menjiink at, és nem kell feltétleniil visszaérkezniink a kiindulasi helyre?

d) Legkevesebb hany hidat kell épiteni és hova, hogy legyen olyan varosrész, amelybol
indulva be tudjuk jarni a hidakat agy, hogy mindegyiken pontosan egyszer
menjiink at és visszaérkezziink a kiindulasi helyre?

Betorot fogtak a bankban, melynek alaprajza az abran lathato. A betorot a széf
kinyitasa kozben fiilelték le, és a biztonsagi rendszer segitségével megallapitottak,
hogy mire odaig eljutott, minden ajton pontosan egyszer ment at. Melyik helyiségben
van a széf?
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Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

66. Az alabbi térkép egy haz alaprajzat szemlélteti. A tulajdonos a tapétat nézegetve a
falon éppen most fejezte be a szokasos ellenérzé korutat, amelynek soran minden
ajton pontosan egyszer haladt at. Hol tartézkodik most?

KERT

| |
A B c
D ! H
e | F
G

67. Egy biztonsagi 6r szallasarol indulva az abran lathato ellendrzési itvonalat jarta be.
Hol van a szallasa és hol van most?

68. A térképen lathato varosrész pirossal jelzett utcait egy meleg nyari nap estéjén locsolé
kocsival locsoljak.

a) Lehetséges - e, hogy a locsolo kocsi minden utcan végigmenjen, de egyik utcan se
menjen végig egynél tobbszor?

b) Az utcaknak megfelelé grafnak legfeljebb hany élét hagyhatjuk el ugy, hogy a graf
még osszefiiggé6 maradjon?

C) Az utcaknak megfelel6 grafnak legalabb hany élét kell elhagyni, hogy a grafban ne
legyen kor, de még osszefiiggo legyen?
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69.

70.

71.

72.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Az abra 9 falu kozotti athalézatot mutatja, az utakra irt szamok a falvak tavolsagat

jelentik Kkilométerben. Az utak allapotat ellenérzik, ezért egy aut6 indul az

A falubdl, és végigjarja az osszes utat. Milyen utvonalat valasszon, hogy az osszes
utszakaszt megnézze és a leheto legrovidebb uton visszatérjen A - ba?

13 13

13 13

Tekintsiik egy kocka, illetve egy oktaéder csucsait és éleit egy graf csucsainak, illetve
éleinek.

a) Végig mehet - e egy légy a kocka élein ugy, hogy minden cstuicsot éppen egyszer
érint? (Nem kell minden élen athaladnia.)

b) Végig mehet - e egy légy a kocka élein ugy, hogy minden élen egyszer és csakis
egyszer halad at?

c) Hany testatlot kell felvenni a kockaban, hogy a légy végigmehessen az éleken és a
testatlokon ugy, hogy minden élen, illetve az adott testatlokon pontosan egyszer
haladjon végig?

d) Megteheti — e az utat a légy az oktaéder élhalozatan ugy, hogy minden élen
pontosan egyszer halad végig?

A 4 X 4 — es sakktablat be lehet - e jarni egyetlen loval lougrasokkal ugy, hogy mindig
olyan mezdre lépiink, melyen korabban még nem jartunk?

Az 5 x 5 — 0s sakktablat be lehet - e jarni egyetlen loval l6ugrasokkal oly moédon, hogy
mindig olyan mezore 1épiink, melyen korabban még nem jartunk?

24



73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Bejarhatja - e a huszar a 8 X 8 — as sakktablat gy, hogy minden mezére pontosan
egyszer lépjen, és utolso 1épéssel visszatérjen a kiindulasi ponthoz? Bejarhatja - e a
sakktablat ugy, hogy az utolso 1épésként nem kell visszatérnie a kiindulasi ponthoz?

Atlés 1épés nélkiil be tudja - e jarni a kiraly a sakktablat gy, hogy minden mezére
pontosan egyszer lépjen, és utolsé 1épéssel visszatérjen a Kkiindulasi ponthoz, ha a
sakktabla 4 X 4 - es; 5 X 5 - 8s vagy 8 X 8 - as? Bejarhatja - e a feltételek mellett a
sakktablat akkor, ha utolso 1épésként nem Kell visszatérnie a kiindulasi ponthoz?

Egy 24 dm hosszu zart (kor alaka) drétszalbol egy 2 dm éli kocka élvazat kell
elkésziteni. Legfeljebb hany él alakithaté ki agy, hogy kozbe ne vagjuk el a drotot?

Egy 10 cm élhosszisagu kocka élvazat akarjuk elkésziteni egy 12 dm hosszisagu
zart (kor alaka) drétdarabbol. A drotot a leheté legkevesebb helyen vagjuk el,
meghajlitjuk, majd a megfelel6 helyeken osszeforrasztjuk. Hany helyen kell elvagni?
Valtozik — e a helyzet, ha a drotszal vonal alaki, vagyis a két vége szabad?

Igazold grafok segitségével, hogy odairhatjuk a szabalyos tizszog csucspontjaihoz az
1;2;...;5 szamjegyek valamelyikét ugy, hogy barmely Kkiilonb6z6, a fenti
szamjegyekbol allo szampar eléforduljon a tizszog oldalainak két végpontjaként!

Odairhatjuk — e a szabalyos tizenotszog csucspontjaihoz az 1;2; ...; 5; 6 szamjegyek
valamelyikét ugy, hogy barmely kiilnoboz6, a fenti szamjegyekbol allo szampar
eléforduljon a tizszog oldalainak két végpontjaként?

Egy 10 tagu titkos tarsasag esetén tudjuk, hogy barmely tagtél szarmazoé iizenet
barmely taghoz elér vagy kozvetleniil, vagy a tobbiek koziil néhanyon Keresztiil.
Bizonyitsd be, hogy ha a tarsasag tagjai kozott 10 — nél kevesebb ismeretség van,
akkor van kozottiik olyan, aki csak egy masik tagot ismer!

Igazold, hogy ha egy 6 csuicsu grafnak legalabb 6 éle van, akkor a grafban van kor!

Bizonyitsd be, hogy ha egy n pontu osszefiiggd, egyszerii grafnak n éle van, akkor
pontosan egy kor van benne!
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81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Igazold, ha egy 5 csticsi grafban minden pontbél legalabb 2 él indul, akkor a grafban
van kor!

Igazold, hogy barmely, legalabb két pontbdl all6 fagrafban az els6foki pontok szama
legalabb kettével tobb, mint a legalabb haromfokua pontok szama! Mit allithatunk
azokrdl a fagrafokrol, melyekben az els6foka pontok szama pontosan kettével tobb,
mint a legalabb haromfokiu pontok szama?

Melyik két csiics van egymastél legtavolabb az alabbi grafban? Mekkora a graf
atmérgje?

Legyen ABCDEFGH egy kocka, amelynek alja az ABCD négyzet. Az A felett E cstics
van, tovabba EFGH és ABCD Kkoriiljarasa megegyezik. Tekintsilk most az
A,B,C,D,E,F,G, H csticsu grafot, amelyben két pont kozott pontosan akkor van él,
ha a kocka két megfelelé csucsa valamely lapatlo két vége. Eljuthatunk — e a graf
B pontjabdl a H csicsba az éleken kozlekedve? Mekkora a graf atmérdje?

Hatarozd meg a kocka grafjanak az atmérojét!

Az egyszerii, 6sszefiiggod G grafnak 8 pontja van. Mennyi a feltételt kielégité G grafok
atméroéinek maximuma, ha G minden pontjanak foka: 2; 6; illetve 4?

Egy n pontu egyszerii graf minden pontjank fokszama 2 és minden komponense
egyetlen kor. Hany kort tartalmazhat maximum ez a graf?

Egy n csticsu egyszeri grafnak (";1) + 1 éle van. Bizonyitsd be, hogy ez a graf
osszefiiggo!

26



89.

90.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Dontsd el, hogy igaz vagy hamis a kovetkezo allitas?

A: Van olyan fagraf, amelyben a csucsok és élek szamanak az 6sszege paratlan.
B: Ha egy 19 csucsu egyszeri grafban nincs kor, akkor 18 éle van.

C: Minden fagrafnak van legalabb harom elséfoku pontja.

D: Van olyan fagraf, amelynek nincs két elséfoku csucsa.

E: Van olyan fagraf, amelyben van zart Euler - vonal.

F: Van olyan fagraf, amelynek van két olyan pontja, amelyek kozott van két
kiilonboz6 ut.

Dontsd el, hogy igaz vagy hamis a kovetkezo allitas?
A: Ha egy graf osszefiiggo, akkor barmely pontjabol barmely pontjaba vezet séta.
B: Ha egy grafban van kor, akkor a graf dsszefiiggo.

C: Ha egy osszefiiggé grafban van zart Euler — vonal, akkor a grafban van olyan pont,
amelyet elhagyva a graf 6sszefiiggé marad.

D: Ha egy grafban van olyan él, amelyet elhagyva a graf 6sszefiiggé marad, akkor a
grafban van kor.

E: Ha egy grafnak 20 pontja és 21 éle van, akkor a grafnak van kore.

F: Ha egy grafnak van zart Euler — vonala, akkor a graf minden pontjanak fokszama
paros.

27



Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Felhasznalt irodalom

(1) Hajdu Sandor; 2004.; Matematika 11.; Miiszaki Konyvkiad6; Budapest

(2) Hajdu Sandor; 2005.; Matematika 12.; Miiszaki Konyvkiad6; Budapest

(3) Urban Janos; 2009.; Sokszinli matematika 10; Mozaik Kiadd; Szeged

(4) Urban Janos; 2003.; Sokszini matematika 11; Mozaik Kiado; Szeged

(5) Urban Janos; 2007.; Sokszinli matematika 12; Mozaik Kiad6; Szeged

(6) Abraham Gabor; 2010.; Matematika 11 — 12 emelt szint; Maxim Kényvkiado; Szeged

(7) Abraham Gabor; 2011; Matematika 11. kozépszint; Maxim Konyvkiadé; Szeged

(8) Urban Janos; 2014.; Sokszinli matematika feladatgytijtemény 10; Mozaik Kiado; Szeged

(9) Urban Janos; 2012.; Sokszinli matematika feladatgytijtemény 11; Mozaik Kiado; Szeged

(10) Urban Janos; 2010.; Sokszinli matematika feladatgytijtemény 12; Mozaik Kiado; Szeged

(11) Ger6es Laszlo; 2006.; Matematika gyakorlo és érettségire felkészité feladatgytijtemény 1.;
Nemzeti Tankonyvkiado; Budapest

(12) Dr. Gyapjas Ferencné; 2002.; Matematika feladatgyiijtemény 1.; Nemzeti
Tankonyvkiadd; Budapest

(13) Koranyi Erzsébet; 1998.; Osszefoglalo feladatgylijtemény  matematikabol;
Nemzeti Tankonyvkiadd; Budapest

(14) Vancs6 Odon; 2005.; Egységes Erettségi Feladatgylijtemény Matematika 1.;
Konsept H Konyvkiado; Piliscsaba

28



(15)

(16)

17

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Vancsé Odon; 2005.; Egységes Frettségi Feladatgyiijtemény Matematika II.;
Konsept H Konyvkiado; Piliscsaba

Frohlich Lajos; 2005.; 15 probaérettségi matematikabol kozépszint - irdsbeli,
Maxim Kiado; Szeged

Frohlich Lajos; 2008.; 15 probaérettségi matematikabol kozépszint - irdsbeli,
Maxim Kiado; Szeged

Frohlich Lajos; 2006.; 15 probaérettségi matematikabol emeltszint - irdsbeli;
Maxim Kiadé; Szeged

Ruff Janos; 2012.; Erettségi feladatgyiijtemény matematikabol 11 — 12. évfolyam;
Maxim Kiad6; Szeged

Dobcsanyi Janos; 2013. ; Feladattornyok matematikabol; Maxim Kiado; Szeged

Dr. Ruff Janos; 2018.; Erettségi mintafeladatsorok matematikabdl; Maxim Kiado;
Szeged

Frohlich Lajos; 2006.; Alaposszefliggések matematikabol — emelt szint; Maxim Kiado;
Szeged

https://users.itk.ppke.hu/itk dekani/files/matematika/list.html

Sajat anyagok

29


https://users.itk.ppke.hu/itk_dekani/files/matematika/list.html

