Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Grafelmélet |.

DEFINICIO: (Grif)
Az olyan alakzatot, amely pontokbol és bizonyos pontparokat 6sszek6té vonaldarabokbol all,
grafnak nevezziik.

Megjegyzés:
o A pontokat a graf csucsainak, a vonalakat a graf éleinek nevezziik.

o A grdfok esetén a geometriai elhelyezkedés (a vonalak alakja) nem szdamit, csak bizonyos
pontparok osszekotottsége.

e Avonaldarabok keresztezhetik egymdst, de az élek (belsd) metszéspontja (ha van ilyen) nem
pontja a grafnak.

o A grdfkét csucsat szomszédosnak nevezziik, ha azokat él koti dssze.

o A grdf csucsait vq; Vy; ...; Vi — vel, az éleit eq; ey; ...; e — vel jeldljiik.

o A csucsok szamat a graf rendjének, az élek szamat pedig a graf méretének is szokds nevezni.
DEFINICIO: (Véges graf)

A G grafot véges grafnak nevezziik, ha csucsainak és €leinek a szama is véges, tehat egy nem
negativ egész szam.

DEFINICIO: (Fokszam)
A G graf v csticsanak fokszaman (fokan) a csucsra illeszked6 élek szamat értjiik. Jele: d (v).

2 4 2

°c®

Megjegyzés:

o Egy G grdfot megadhatunk a fokszamsorozatdval, vagyis a csucsok fokszamainak novekvé
sorrendben valo megaddsaval. Az abran lathato graf fokszamsorozata: 0; 1; 2; 2; 3; 4.

o A grdf csucspontjai fokszamanak maximumat A (G) — vel, minimumat 6 (G) — vel jeloljiik.
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Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

DEFINICIO: (Iranyitott graf)
EgQy G grafot iranyitott grafnak neveziink, ha az élei két csticsa koziil az egyiket kezddpontnak,
a masikat végpontnak tekintjiik.

Megjegyzés:
Iranyitott graf esetén a csucsoknak megkiilonboztetjiik a befokat (csucsokba befuto élek szamat)
és kifokat (csucsokbdl kifuto élek szamat).

TETEL:
Egy véges irdnyitott grafban a csticsok befokanak Osszege egyenld a csticsok kifokanak
Osszegével.

TETEL: (Kézfogasi tétel - fokszamtétel):
Egy véges grafban a csticsok fokszamainak 6sszege egyenld az €élek szamanak kétszeresével.

TETEL:
Barmely véges graf paratlan foku csticsainak a szama paros.

TETEL:
Barmely véges gratban a csucsok fokszamainak Gsszege paros.

TETEL:
Barmely véges grafban van két pont, amelynek a foka egyenld.

DEFINICIO: (Izolalt csiics)
A G graf egy pontjat izolalt csticsnak nevezziik, ha nem illeszkedik ra él, vagyis a fokszama 0.



Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

DEFINICIO: (Hurokél)
A G graf egy ¢élét hurokélnek nevezziik, ha az ¢l két végpontja megegyezik.

Megjegyzés:
A hurokélt a fokszdam sordn 2 élnek tekintjiik.

DEFINICIO: (T6bbszoros él)
A G graf éleit tobbszords (parhuzamos) éleknek nevezziik, ha ugyanazt a két csticsot kotik
0ssze.

DEFINICIO: (Egyszerii graf)
A G grafot egyszerli (ismeretségi) grafnak nevezziik, ha nem tartalmaz tobbszords élt és
hurokélt sem.

TETEL:
Béarmely G egyszerii gratban van két olyan csucs, amelyeknek fokszama megegyezik.

DEFINICIO: (Ures graf)
Az él nélkiili G grafot iires grafnak nevezzik.



Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

DEFINICIO: (Osszefiiggé graf)
Egy G grafot 6sszefiiggének neveziink, ha barmely csticsbol vezet barmely masik csticsba ut.

Megjegyzés:
Szemléletesen: Az Osszefiiggo graf nem tartalmaz izolalt csucsot.

DEFINICIO: (Teljes graf)
Egy n pontu egyszerli grafot n csucsu teljes grafnak neveziink, ha barmely két csticsa dssze van
kotve éllel. Jele: K,,.

LA K’ OB

TETEL:

Az n csticst teljes graf éleinek szama: (1) = nnoh)

2

DEFINICIO: (Komplementer graf)
Egy n pontu, egyszerli G grafnak n csucst teljes graffad kiegészitd grafjat az eredeti graf
komplementer grafjanak nevezzik. Jele: G.

Eredeti graf: C D Komplementer graf: C D

Megjegyzés:
A komplementer graf csucsai megegyeznek az eredeti graf csucsaival, s éppen azok a csucsok
vannak ossze kétve éllel, melyek az eredeti grafban nem voltak ésszekétve.

4



Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

DEFINICIO: (Részgraf)
EQy G graf részgréfja az eredeti graf valahany csticsabdl és az ezekhez a csticsokhoz eredetileg
tartozok koziil valahany €Ibdl all.

Megjegyzés:
Szemléletesen: A részgrafot ugy kapjuk, hogy az eredeti grafbol bizonyos élt, vagy csiicsot
torliink és a csucsok torlése esetén az osszes rajuk illeszkedo éleket is torolniink kell.

Eredeti graf:

Elek torlésével kapott részgraf:

Csucs torlésével kapott részgraf:

DEFINICIO: (Izomorf grafok)
Két grafot izomorfnak (azaz grafelméleti szempontbol megegyezének) neveziink, ha éleik
kozott és csticsaik kozott is 1étezik illeszkedéstartd, kdlcsondsen egyértelmii megfeleltetés.

Megjegyzés:

o Szemléletesen: Két grafot egyenlonek (izomorfnak) tekintiink, ha talalhato a két graf csucsai
kozott olyan kélesonosen egyértelmii megfeleltetés, amelyik ugy felelteti meg az egyik graf
csucsait a masik grdf csucsainak, hogy az egyik grafban két csucsot pontosan annyi él kot
ossze, mint a masik grafban a nekik megfelel6 csucsokat.

o Az izomorf grdfoknak ugyanannyi éliik és csucsuk van, s az egymasnak megfeleld csicsok
fokszama megegyezik.

E J K L

A B C G H I

Megfeleltetés: A > H;B - G;C - ;D > K;E > L;F > L



Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Gyvakorlo feladatok

K: kozépszintii feladat E: emelt szintii feladat

. (K) Rajzolj olyan egyszerii grafot melynek fokszam sorozata a kovetkezo!

A:1;1;1;1;1;1;1;2;2;9 B:1;1;2;3;4
C:0:;1;2;3;4;5;5;6;7;9 D:3;4;6;6;8;9;9;9:9;9
E:0;1;2;2;3 F:1;1;2:3;5
G:1:2;3;3;3 H:1;2:2;3;4;4
1:1;1;1;2:2;2;3;3;3 J:1;2;3;3;4;5
K:1;2:3;3;4 L:0;0;2;3:3;4:4

. (K) Rajzolj olyan (nem feltétlen egyszerii) grafot, ahol a fokszamsorozat a kovetkezo!

A:3:3;3;3;4 B:2;2:2:3;3
C:1:;2:2;3;3;:5;6 D:0;0:4:4;4:4;4
E:0:;1;2;3;4:4;5 F:1;1;2:2;4
G:0;1;2:3;4:6:6 H:0;0;0;3;4;7;8
1:1;2:2;3;4:4;5;6:6 J:2:2;3;3;3
K:0:1;2;3:4 L:0;1:2;3;4:5;6

. (K) Add meg az alabbi grafok fokszamsorozatat! Melyik nem egyszeri graf?

A B A A

[ Tl




Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

4. (K) Egy 6, egy 7, illetve egy 8 tagu tarsasagban az ismeretségeket a mellékelt grafok
szemléltetik. Hatarozd meg, hogy az egyes embereknek hany ismerése van a
tarsasagban! Osszefiiggok - e a grafok?

D E F B C E
A B c A D F G

e

5. (K) Rajzolj egyszerii, nem osszefiiggé grafokat, amelyekben fokszamok a kovetkezok!

A1;1;1;1;2 B:2;2:2;2;2;2 C:2;2:2;3;3;3;3

6. (K) Adj elégséges feltételt fokszamok segitségével, ami biztositja, hogy az egyszerii
n ponta graf osszefiiggo, illetve nem osszefiiggo!

7. (K) lgazold, hogy ha egy 6 pontu grafnak legfeljebb 4 éle van, akkor a graf nem
osszefiigg6!

8. (K) lgazold, hogy ha egy 10 pontu grafnak 9 éle van, akkor van olyan pontja, amelybdl
1 vagy 0 él indul!

9. (K) Rajzolj olyan grafot, amelynek 6 csiicsa van, 12 éle és minden csucs fokszama 4!

10. (K) Az A,B,C,D,E és F pontokat tetszés szerint vonalakkal kotiink ossze. Ez lehet
onmagaba visszatéré vonal is, és két pont kozott tobb vonalat is huzhatunk. Az elsé
ot pontbol kiindulé vonalak szama rendre 7; 2; 5; 4; 2. Csak azt tudjuk, hogy F — bél
3 vagy 4 vonal indul. Melyik lehet a helyes eredmény?
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(K) Létezik — e olyan 3 csucsu graf, amelyben a csicsok fokszama: 0; 1; 37

(K) Létezik — e olyan 4 taga tarsasag, amelyben egy embernek harom ismerdése van,
egy embernek kettd, egynek egy, a negyediknek pedig egy sem?

(K) Szemléltess graffal 4 olyan telepiilést, melyek koziil egybdl 3, kettdbol 2 és egybol
1 ut indul ki a tobbi harom telepiilés felé!

(K) Létezhet - e olyan uthalozat 4 telepiilés kozott, hogy az egyikbél 2 1t indul Ki,
kettobél 3, mig a negyediket a masik harom koziil eggyel sem koti dssze kozvetlen at?

(K) Egy 5 fos tarsasag 6todének 1, a tagok 0,4 — ének 2, az emberek 20 % - anak 3,
a tobbieknek pedig 4 ismerdse van a tarsasagon beliil. (Az ismeretség kolcsonos).
Szemléltesd az ismeretségeket graffal!

(K) Egy 5 taga tarsasagban végig kérdezziik az embereket arrél, hogy hany
ismerosiik van a tarsasag tagjai kozt. Valaszul ketten 1 — et, ketten 3 — at és egy valaki
2 — t mondott. (Az ismertség mindig kolcsonds.) Szemléltesd a tarsasagon beliili
ismeretségi viszonyokat graffal!

(K) Egy 5 fés tarsasagban mindenkinek van legalabb egy ismerése. (Az ismeretség
kolcsonos.) Rajzolj egy, a szituaciot abrazolo grafot!

(K) Egy 5 fos tarsasagban mindenkinek pontosan 2 ismerdse van a tarsasagon beliil.
(Az ismeretségek kolcsonosek.) Van — e kozottiik 3 olyan ember, akik kolcsonosen
ismerik egymast?

(K) Létrehozhato - e 5 falu kozott olyan uthalézat, amely 4 utat tartalmaz, tovabba
barmelyik falubo6l barmelyik masikba el lehet jutni? Ha a valasz igen, akkor rajzolj
egy ilyen grafot!

(K) lgaz — e, hogy ha egy 5 tagu tarsasagban mindenkinek legalabb 3 ismerdse van,
akkor van olyan személy is, aki mindenkit ismer?
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21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(K) Egy 6 fos tarsasagban van 2 olyan ember, aki senkit nem ismer, mig a tobbiek
mindannyian pontosan 1 masikat ismernek a csapatbol. Adj meg egy lehetséges
ismeretségi grafot! (Az ismeretségek kolcsonosek.)

(K) Egy talalkozon 6 ember vett részt, a résztvevok egyharmada 5, ketten koziiliik 3,
a tobbiek pedig 2 emberrel fogtak kezet. Szemléltesd graffal a kézfogasokat!

(K) Egy talalkozon 6 ember vett részt, a résztvevok fele 5, harmada 4 emberrel fogott
kezet, egy ember pedig 3 emberrel. Szemléltesd graffal a kézfogasokat!

(K) Egy talalkozon 6 ember vett részt. A résztvevok felének 3, harmadanak 2 és egy
embernek 1 haragosa van a tarsasagban. Szemléltesd graffal az egymassal haragban
levé embereket!

(K) Egy 6 taga tarsasagban megkérdezziik az embereket, hogy kinek hany ismerése
van a tarsasag tagjai kozott. Valaszul haromszor 1 — et, kétszer 2 — t és egyszer 5 — ot
kapunk. (Az ismeretségek mind kolcsonosek.) Szemléltesd a tarsasagon beliili
ismeretségi viszonyokat graffal!

(K) Egy 6 fos tarsasagban mindenkit megkérdeztek, hogy mennyi ismerdése van a
tobbiek kozott. (Az ismeretségek kolcsonosek.) Az elsé 6t megkérdezett személy
vilasza a kovetkezé volt: 1;2;3;3;5. Abrazold graffal a tarsasig ismeretségi
viszonyait! Hany ismerdse van a hatodik személynek a tarsasagban?

(K) Vacsora kozben a vendégek egymas kozott adtak — vették a salatastalat. A hat
személybél 6tnél 2; 3; 3; 4; 5 alkalommal fordult meg a tal. Hinyszor lehetett legalabb
és legfeljebb a tal a hatodik vendég kezében? (Ugyanazon két személy Kétszer nem
adta a talat egymasnak.) Adj konkrét példat mindkét esetre!

(K) Egy 7 tagu tarsasagrol tudjuk, hogy hat embernek mennyi ismerése van a
tarsasagban: 1;1;2;3;4; 6. Rajzolj errol a tarsasagrol egy lehetséges ismeretségi
grafot, és add meg a hetedik ember ismerdseinek szamat ebben az esetben! (Az
ismeretségek kolcsonosek.)



29.

30.

31.

32.

33.

34.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(K) Osszejon a hét torpe, de nincs mindenki mindenkivel jéban. Eléfordulhat — e,
hogy iidvozléskor mindegyik torpe pontosan 1 tarsaval ne fogjon kezet?

(K) Egy 5 taga tarsasagban megkérdezték, kinek hany ismerdse van a tarsasagban.
Igazat mondtak — e, ha a valaszok a kovetkezok voltak? (Tegyiik fel, hogy az
ismeretségek kolcsonosek.) Ha igen, akkor szemléltesd graffal az ismeretségeket!

A:1;1;2:2;3 B:1;2;3;4:4 C:0;1;2;3;3 D:0;1;2;3;:4

(K) Egy 6 tagu tarsasagban mindenkit megkérdeztiink, hany embert ismer a
jelenlévok koziil. (Az ismeretség kolcsonos.) Igazat mondtak — e, ha a kovetkezé
valaszokat adtak?

A:1;1;1;2:3;3 B:2;2:3;3;3;4 C:2;3:3;4;5;5 D:2:3;4;5;5;5
E:0;1;1;2:2;2 F:0;1;2;2;4;5 G:1:;2;2:3;5;5 H:3;3;3:5;5;5

1:1;2:3;3;5;5 J:1;1;2:3;3;3 K:1;1;1;2:4;5 L:1;2:2;2;4:5

(K) Egy 7 tagi igazgatotanacsbol néhanyan a gyiilés elott kezet fogtak egymassal.
Lehet — e tagonként a kézfogasok szama a kivetkez6?

A:2:2:3:3;4;4;5 B:0;2:2;2:3;4;6 C:2;2:2;2:2:2;2

(K) Egy 8 tagu tarsasagban mindenkit megkérdeztiink, hany embert ismer a
jelenlévok koziil. (Az ismeretség kolcsonos.) Igazat mondtak — e, ha a kovetkezo
valaszokat adtak?

A:0;1;2:4;5;5:6;7 B:2:2:3;3:4:5;5;5 C:0:1;2;2:2:3;3:4

(K) Egy 9 tagu tarsasagban a bankett el6tt néhanyan koccintanak egymassal.
Lehet — e a koccintasok szama a kovetkez6?

A:1:1;3;:4:4;4:6;8; 8 B:0;1;2;3;4;5;6;7;8

C:1;1:2;2:3;3;6:8;8 D:1;1;3;5;6;6:8;8; 8
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(K) Egy 6 pontu, egyszerii, 6sszefiiggé grafban van 1; 2; 3; 4 és 5 foku pont is. Mennyi
lehet a hatodik pont foka?

(K) Eléfordulhat - e, hogy egy n = 3;4;5;6; 7; 8;9; 10; 11 fos tarsasagban mindenki
pontosan 3 embert ismer?

(K) Van — e olyan 21 tagu tarsasag, amelyben mindenkinek 7 ismerése van, ha az
ismeretség mindig kolcsonos?

(K) Egy hazibuliban 5 fit és 5 lany vett részt. Egy jaték soran mindenki felirta egy
cédulara, hogy az este folyaman hany Kkiilonbozé partnerrel tancolt. A cédulakon a
kovetkezo szamok szerepeltek: 2; 2; 2; 2; 2; 3; 4; 4; 4; 4. Lehetséges - e ez? (Csak
ellenkez6 nemiiek tancoltak egymassal.)

(K) Egy 4 hazasparbol allé tarsasag elmegy tancolni. Az este végén mindenki felirja
egy papirra, hogy hany ellenkezé nemii emberrel tancolt. A papiron hét darab 3 — as
és egy 1 — es szerepel. Lehetséges - € ez?

(K) Egy 5 fos tarsasagban 3 né és 2 férfi talalhato és tudjuk, hogy az azonos nemiiek
nem ismerik egymast. Mindenki felirta egy darab papirra, hogy hany ismerdse van a
tarsasag tagjai kozott. Lehetséges - e, hogy a papiron szerepl6 szamok: 1; 2; 2; 2; 3?

(K) Egy tarsasagban 5 né és 5 férfi szorakozik egyiitt. Mindenkit megkérdeziink az
este végén, hogy hany ellenkezé nemii emberrel tancolt az este folyaman. A nok
valaszai rendre: 2; 2; 3; 3; 5. A férfiak valaszai pedig: 1; 2; 2; 4; 5. Bizonyitsd be, hogy
valaki rosszul szamolt!

(K) Bizonyitsd be a kovetkezoket! (Az ismeretségek kolcsonosek.)

A: Nincs olyan 8 személy6l allo tarsasag, ahol az embereknek rendre
7,7,7,6,6,6,4, 4 ismerosiik volna!

B: Nincs olyan 9 személy6l allo tarsasag, ahol az embereknek rendre
8,8,8,7,7,7,5,4, 4 ismeroésiik volna!
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43.

44,

45.

46.

471.

48.

49,

50.

51.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(K) Egy 5 pontu egyszerii grafban megrajzolunk 8 élt. Mutasd meg, hogy mindig van
legalabb 2 olyan csics, amelyb6l pontosan 3 él indul ki! Adj meg egy olyan grafot,
amely ezt szemlélteti!

(K) Adott 5 varos gy, hogy koziiliik barmely 3 - bél kivalaszthaté 2, amelyeket ut
kot ossze. Bizonyitsd be, hogy az utak szama legalabb 4!

(K) Egy sakkversenyen barmelyik két jatékos legfeljebb egyszer jatszott egymassal.
lgaz — e, hogy a verseny barmely pillanataban volt legalabb két olyan versenyzé, aki
addig ugyanannyi lejatszott mérkozésnél tartott? (Az éppen tart6 mérkozést nem
tekintjiik lejatszottnak.)

(K) Egy tarsasagban néhanyan kezet fognak egymassal. (Barmely két ember
legfeljebb egyszer fogott kezet.) Bizonyitsd be, hogy van 2 olyan ember, akik
ugyanannyiszor fogtak kezet! lgaz marad - e az allitas, ha megengedjiik, hogy két
ember kozott tobb kézfogas is torténjen?

(K) A 16 focicsapat kormérkézéses tornan vesz részt. Bizonyitsd be, hogy a torna
barmely pillanataban van 2 olyan csapat, akik addig azonos szami mérkézést
jatszottak le!

(K) Egy egyszeriu grafnak 7 csucsa van. Lehetséges — e, hogy minden csucs foka
kiilonb6z6 legyen?

(K) lgaz - e, hogy egy 6 fés tarsasagban mindig van 2 olyan ember, akik ugyanannyi
embert nem ismernek a tarsasaghol?

(K) Lehetséges — e, hogy egy n pontu grafban a pontok fokszamai kiilonb6zo, de
egymas utan kovetkezo egész szamok? Lehetséges — € ez egyszerii grafok esetén?

(E) Zoli meghivott magahoz 8 embert vendégségbe. A vendégek koziil néhanyan kezet
fogtak egymassal, illetve a hazigazdaval. (Barmely két ember legfeljebb egyszer fogott
kezet.) Amikor megszamoltak, hogy ki hanyszor fogott kezet, kideriilt, hogy a
vendégek koziil mindenki kiilonb6z6 szamia emberrel fogott kezet. Hanyszor fogott
kezet Zoli?
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52.

53.

54.

55.

56.

S7.

58.

59.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(E) Péternek 28 osztalytarsa van. Mind a 28 — nak Kiilonb6z6 szamu baratja van az
osztalyban. Hany baratja van (koziiliik) Péternek? (A baratsagok kolcsonosek.)

(K) Hany éle van a kovetkezo6 grafoknak?

S

(K) Hany éle van annak az 5 csicsu egyszerii grafnak, amelynek a fokszamai a
kovetkezok?

A:0;1;1;1;3 B:1;1;2;2;2 C:1;1;1;1;2 D:1;2;2;3;4

(K) Hany éle van annak a 8 csucsu grafnak, amelynek a fokszamai a kovetkezék?
Rajzolj ilyen grafokat!

A:1:;1;2:2;2:2:3;3 B:0;2:2;3:3;4;4;6 C:1;2:3;4;4:4,5:7

(K) Hany ismeretség van abban a 7 tagu tarsasagban, ahol minden ember pontosan
2 masikat ismer a tarsasag tagjai koziill? Abrazold graf segitségével az ismertségi
viszonyokat! (Az ismeretséget kolcsonosnek tételezziik fel.)

(K) Egy talalkozéon 12 ember vett részt. Hatan koziiliilk harommal, ketten koziiliikk
ottel, mig négyen hat emberrel fogtak kezet. Hany kézfogas volt?

(K) Nyolc sakkozo kormérkozést jatszik. Hainy mérkézést jatszottak le, ha tudjuk,
hogy négy sakkozo mindegyike mar harom, négy sakkozo mindegyike pedig mar négy
mérkozést jatszott le?

(K) Tekintsiik a sakktabla mezdéinek kozéppontjait egy graf csucsainak. Két csucs
kozott pontosan akkor vezessen él, ha az egyik mezorol el lehet jutni a masikra egy
szabalyos lougrassal. Hany éle van az igy kapott grafnak?
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60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(K) Rajzold meg az alabbi grafok komplementerét!

C D E D

(K) Egy 5 csucsu grafban két csics fokszama 3, és harom csicsé 2. Rajzolj fel egy
ilyen grafot! Rajzold meg a komplementer grafjat!

(K) Egy osszejovetelen az 5 résztvevo kozotti kézfogasok szama 1;2;2; 3;4 volt.
Szemléltesd graffal a meg nem tortént kézfogasokat!

(K) Adott egy 7 csicsi egyszerii graf fokszamsorozata. Hatarozd meg a graf
komplementerének a fokszamait! Mennyi éle van a graf komplementerének?

A:0;2:2:3;3;3;5 B:1;2:;2;2;3;4;4

(K) Egy 16 csucsu egyszerii grafnak negyedannyi éle van, mint a komplementerének.
Hany éle van a grafnak?

(K) Egy 12 csiicsu egyszerii grafnak fele annyi éle van, mint komplementerének.
Hany éle van a grafnak?

(K) Legalabb és legfeljebb hany éle van egy olyan egyszerii 4 csucsu grafnak,
amelynek tobb éle van, mint a komplementerének? Rajzolj fel egy - egy ilyen grafot!

(E) Egy tarsasagrol tudjuk, hogy mindenki legalabb a tarsasag felét ismeri. (Az
ismeretségek kolcsonosek.) Lehet — e a teljes tarsasagot két olyan részre bontani, hogy
a két csoportbdl barhogyan is valasztunk ki egy — egy embert, azok biztosan nem
ismerik egymast?
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68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(E) Egy orszagban két vasuttarsasag van, amelyek egyiittesen barmely két telepiilés
kozott létesitettek legalabb egy jaratot. Igazold, hogy az egyik tarsasag jaratainak
megsziintetésével még mindig eljuthatunk vastiton az orszag egyik telepiilésérol egy
tetszoleges masikba! Fogalmazd meg a feladat allitasat a grafok nyelvén!

(K) Hany éle van egy egyszerii grafnak és komplementerének egyiittesen?

(K) Rajzolj egy 6 csucsu teljes grafot!

(K) Melyek azok a grafok, amelyekben barmely két élnek van kozos végpontja?

(K) Egy 6 ponti egyszerii grafban van izolalt pont. Legfeljebb mennyi éle lehet?

(K) Legalabb hany éle van annak a grafnak, amelynek 3 csicsa van és 6Sszefiiggo?

(K) Rajzolj két kiilonb6z6 6 csucsu grafot, amelyben minden pont fokszama legalabb
harom! Legalabb és legfeljebb hany ¢éle van ezeknek a grafoknak?

(K) Hany éle van egy 7, illetve egy 28 pontu teljes grafnak?

(K) Hany csucsu az a teljes graf, amelynek n éle van?

n=10 n=21 n =190 n =152

(K) Egy 10 csticsu teljes grafban hanyféleképpen tudunk Kkivalasztani két élt?
Hanyféleképpen lehet kivalasztani gy, hogy az a két él egy csticsban csatlakozzon?

(K) Két teljes graf 6sszes élének szama 111. Az egyiknek 2 — vel tobb csticsa van, mint
a masiknak. Mennyi csucsu a két graf?

(K) Hany csicsa van annak a teljes grafnak, amelynek legalabb annyi éle van, mint a
pontok szamanak a négyszerese, és kevesebb, mint a pontok szamanak az 6tszorose?

15



80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(K) Egy 11 fos tarsasagban mindenki ismer mindenkit. Hany ismeretség van a
tarsasag tagjai kozott?

(K) Egy 10 fés barati tarsasagban mindenki mindenkivel kezet fogott. Hany kézfogas
volt dsszesen?

(K) Egy rendezvényen 8 barat taldlkozik. Koccintassal iidvozlik egymast. Hany
koccintasra Keriil sor?

(K) Egy kor Keriiletén kijeloltiink 10 pontot. Ha mindegyiket mindegyikkel 6ssze
szeretnénk kotni gy, hogy barmelyik ketté pontosan egy szakasszal legyen
osszekotve, akkor dsszesen hany szakaszt kell berajzolnunk?

(K) Egyik megyében 6 falu kozott ij utakat épitenek. Legkevesebb hany utat kell
épiteni, ha minden falub6l minden faluba 1j titon akarunk eljutni? Osszesen mennyi
utat kell épiteni kozéjiilk, ha azt szeretnénk, hogy minden falubdl minden masikba
vezessen kozvetleniil egy ut?

(K) Egy konvex 21 szognek osszesen mennyi oldala és atloja van? A berajzolt
atloknak hany kozos pontja van?

(K) Nyolc sakkozét két csoportra kell osztani ugy, hogy az egyes csoportokon beliili
kormérkozéses versenyek soran lejatszott mérkézések egyiittes szama a legkevesebb
legyen. Hogyan osszuk két csoportra a sakkozokat?

(K) Egy 5 pontu egyszerii graf pontjainak fokszamai a kovetkezok: 2, 2,2, 2, 4. Hany
¢é1t kell még berajzolnunk, ha teljes graffa szeretnénk kiegésziteni?

(K) Egy n pontu egyszerii grafban n él van. Hany élt kell még berajzolnunk, hogy egy
n pontu teljes grafot kapjunk?

(K) Egy estélyen 11 - en vettek részt. Akik ismerték egymast, koccintottak egymassal
egy pohar pezsgovel. Akik nem ismerték egymast, azok kézfogassal bemutatkoztak
egymasnak. Lehetséges — e, hogy ugyanannyi koccintas volt, mint kézfogas?
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90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(K) Egy 7 fos tarsasag talalkozon vett részt. A talalkozo elején az ismeretségek szama
1;1;2;2; 2; 3; 5 volt, mig a talalkozé végén mar mindenki ismert mindenkit. Hany j
ismeretségek kotottek? Abrazold az uj ismeretségek grafjat!

(K) Egy kormérkézéses sakkversenyen, ahol mindenki mindenkivel pontosan egyszer
jatszik, osszesen 91 partira keriilt sor. Hany jatékos vett részt a versenyen?

(K) Mennyien vettek részt egy versenyen, ha minden résztvevo egy — egy mérkozést
jatszott az dsszes tobbi résztvevovel és osszesen 231 mérkozést bonyolitottak le?

(K) Egy kormérkézéses tornan most minden csapatnak 3 mérkézése van hatra, eddig
48 mérkozés fejezodott be. Hany csapat vesz részt a tornan? Hany mérkézést
rendeznek dsszesen? (A torna soran mindenki mindenkivel pontosan egyszer jatszik.)

(K) Egy osztalytalalkozon az emberek harom asztalhoz iilnek le. (Minden asztalhoz
legalabb 2 £6.) Az elso asztalnal harommal tobben iilnek, mint a masodik asztalnal és
néggyel kevesebben, mint a harmadik asztalnal. A vacsora eltt az egyes asztaloknal
mindenki mindenkivel koccintott egyet, és igy a harmadik asztalnal 22 — vel tobb
koccintas tortént, mint az elsé két asztalnal osszesen. Hany fos volt az osztaly, ha
mindenki eljott a talalkozora?

(E) Egy kormérkozéses tornan 7 csapat vesz részt. (A kormérkézéses lebonyolitas
esetén minden csapat minden masikkal pontosan egyszer jatszik.) Hany mérkozésre
keriil sor Osszesen? lgazold, ha egy mérkozés idotartama 1 ora, és 3 palya all
rendelkezésre, akkor a torna lebonyolithato 7 o6ra alatt, de kevesebb idé alatt nem!

(K) Tiz csapat egyfordulés kormérkozéses bajnoksagot jatszik. Ha mar 40 mérkozést
lejatszottak, akkor mennyi mérko6zés van még hatra?

(K) Tizenharom csapat egyfordulés kormérkozéses bajnoksagot jatszik. 42
mérkozést mar lejatszottak. Hiny mérko6zés van még hatra?

(K) Tiz csapat egyfordulos kormérkozést jatszik egymassal. Ha minden csapat eddig
5 mérkozést jatszott mar, akkor hany meccs van hatra?
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Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

99. (K) Focibajnoksagon van olyan csapat, amelyik mar 7 mérkozést jatszott. Legalabb
hany meccs volt mar, ha 11 csapat nevezett a bajnoksagra? Osszesen mennyi
meccsnek kell lennie a bajnoksag végén?

100.(K) Egy 10 csapatos bajnoksagban minden csapat minden masikkal megmérkoézik
egyszer. Az alabbi abran az eddig lejatszott mérkozéseket latjuk. (A pontok a
csapatokat szemléltetik, az élek pedig a két csapat kozott mar lejatszott mérkozést.)
A bajnoksaghban eddig 6 fordulét rendeztek meg, azonban néhany mérkézés
elmaradt. (Egy forduldban mindegyik csapat egy mérkézést jatszik, ha nincs
elmarado6 meccs.)

a) Add meg annak a 4 csapatnak a betiijelét, amelyek koziil barmely 2 mar
lejatszotta az egymas kozotti mérkozését!

b) Melyik csapat az, amelyiknek nem maradt még el mérkozése?

c) Hany mérkézés maradt el az elsé 6 forduloban?

d) Mennyi mérkozést fognak még jatszani a bajnoksagban?

101.(K) Az iskolaban futballbajnoksagot hirdettek. Tavasszal a csapatok egyfordulos
kormérkozést jatszottak. (Minden csapat minden csapattal egyszer jatszott.)

a) Hany csapat nevezett a bajnoksagra, ha az 6sszes mérkozés szama harommal
nagyobb volt a résztvevo csapatok szamanak a kétszeresénél?

b) Az észi forduloban ugyanezek a csapatok vettek részt, de a bajnoksag a rossz idé
miatt félbeszakadt. Lehetséges — e, hogy az egyes csapatok altal addig lejatszott

mérkoézések szamanak az osszege 117?

c) Legfeljebb hany mérkézést tartottak meg az 6sszel, ha volt olyan csapat, amelyik
még egyszer sem jatszott?
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102.

103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(K) Tiz csapat kormérkozéses bajnoksagban vesz részt. 11 mérkoézést mar
lejatszottak. Igazold, hogy van olyan csapat, amelyik mar legalabb haromszor
jatszott!

(K) Tizenot csapat kormérkézéses bajnoksagban vesz részt. 50 mérkozést mar
lejatszottak. Igazold, hogy van olyan csapat, amelyik mar legalabb hétszer jatszott!

(K) Egy bajnoksagban 8 csapat jatszik kormérkozést, eddig 9 meccs zajlott le.
Bizonyitsd be, hogy van olyan csapat, amely legalabb haromszor jatszott mar!

(K) Egy iskolai sakkversenyre 12 tanul6 nevezett be. Eddig mar legalabb 26 partit
lejatszottak. Igazold, hogy van olyan sakkozd, aki legalabb 5 jatszman van tal!

(K) Egy kormérkézéses bajnoksagban 16 csapat vesz részt. A bajnoksagban
35 meccset mar lejatszottak. Igazold, hogy van olyan csapat, amelyik mar legalabb
5 mérkozést lejatszott!

(E) Egy 18 résztvevos bajnoksagban eddig 8 fordulét rendeztek: mindegyik csapat
8 masikkal jatszott. Igazold, hogy van 3 olyan csapat, amelyek kozott még egyetlen
mérkozés sem volt!

(E) Egy 16 f6bol allé cserkészcsapat 21 napig taborozott. Minden délutan 4 — 4
cserkész sakk — kormérkozést vivott. Bizonyitsd be, hogy voltak olyanok, akik
legalabb kétszer mérkoztek meg egymassal!

(E) Bizonyitsd be, hogy egy 6 tagu tarsasagnak mindig van vagy 3 olyan tagja, akik
kolcsonosen ismerik egymast, vagy 3 olyan tagja, akik kolcsonosen nem ismerik
egymast! Teljesiil — € ez 5 tagu tarsasag esetén is? lgaz — e az allitas egy n tagh
tarsasagra, ahol n > 6?
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110.

111.

112.

113.

114.

115.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(E) Egy 6 fos klubban mindenki ismer mindenkit. A viszony kozottiik kétféle lehet:
ellenséges, vagy barati, tovabba a viszony mindig szimmetrikus (azaz, ha én barati
viszonyban vagyok valakivel, akkor 6 is barati viszonyban van velem). Mutasd meg,
hogy van a klubban vagy 3 olyan ember, akik paronként baratok, vagy 3 olyan
ember, akik paronként ellenséges viszonyban vannak egymassal!

(E) Egy asztalitenisz — versenyen a fétablara Kkeriilésért a versenyzéket 5 darab
6 - 0s csoportba osztottak be, ahol egy — egy csoporton beliil a versenyzék
kormérkozést jatszanak. Bizonyitsd be, hogy a verseny barmelyik pillanataban egy
csoporton beliil vagy van 3 olyan versenyzd, akik az egymas elleni mérkozésiiket
mar mind lejatszottak, vagy van 3 olyan versenyzoé, akik koziil még semelyik 2 sem
jatszott egymassal!

(K) Egy iskola sakkbajnoksagin 15 {6 vesz részt. Mindenki mindenkivel egyszer
jatszik. Osszesen hany jatszmat jatszanak le a sakkozok a bajnoksag végéig?

Az alabbi allitasok koziil melyik igaz?

A: Van olyan idépillanat a bajnoksag soran, amikor mindenki pontosan harom
jatszman van tal.

B: A mérkozés barmely idopillanataban van két olyan sakkozd, aki azonos szamu
jatszmat jatszott.

(K) Egy tarsasagban van 6 fiu és néhany lany. Minden fiu pontosan 2 lanyt ismer,
és minden lany pontosan 3 fiut. (Az ismeretség kolcsonos.) Hany lany van a
tarsasagban?

(K) Szemléltesd graffal a kovetkezo kapcsolatot!
Tekintsiik a természetes szamokat 2 — t6l 7 — ig. Két szam akkor van kapcsolatban,
ha nem relativ primek, vagyis a két szam legnagyobb kozos oszt6ja nem 1.

(K) Sorszamozd be egy szabalyos hétszog csiicsait 1 — tél 7 — ig. Kosd ossze élekkel
a paratlan sorszamu csucsokat, majd ugyanigy a paros sorszamuakat, végiil a
hirommal oszthaté sorszamuakat. ird le a legrovidebb ttvonalat a csiicsok
sorszamaival, amelyen keresztiil a 2 — es sorszamu csucsbol a 3 — as sorszamuba,
illetve az 5 — 6s csucsbol a 4 - esbe juthatunk!
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Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

116. (K) Az alabbi abran egy sakkverseny 5 versenyzdje kozott mar lejatszott
mérkozéseket lathatjuk. A versenyzok nevei: Anita, Boldizsar, Cecilia, Dénes,
Elemér. Sorold fel a még hatralevd mérkézéseket, ha minden jatékos minden
jatékossal pontosan egy mérkozést jatszik!

A

117. (K) Az alabbi abran a Debreceni Egyetem egy kispalyas labdaragétornajanak hat
csapata altal mar lejatszott mérkoézéseket latjuk. Sorold fel a még hatralevo
mérkozéseket, ha minden csapat minden csapattal egy mérkozést jatszik!

A

118. (K) Zoli szinhazlatogatast szervez a barataival. Egy kavézoban talilkoznak, s az
alabbi abra azt mutatja, hogy a megjelentek koziil ki kit ismer.

a) Akik nem ismerik egymast, azok a kavézéban kézfogassal bemutatkoznak
egymasnak. Hany kézfogasra keriil sor?

b) Le tudnak — e iilni a kavézoban egy kerek asztal koré ugy, hogy mindenki mellett
egy — egy régi ismerdose iil?

c) Ha a szinhazban, egy sorban véletlenszertien leiilnek, mennyi lesz annak a
valésziniisége, hogy Zoli két lany kozott iil majd?

@

>@
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119.

120.

121.

122.

123.

124,

125.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(K) Balazs tudja Anna és Dia telefonszamat, Eszter Csabaét. Dia is beszélt mar
telefonon Csabaval. Abrazold graffal, hogy ki kinek a telefonszamat ismeri! (Az
ismeretség kolcsonos.) Minimum hany hivas sziikséges, hogy Anna beszélhessen
telefonon Eszterrel?

(K) Aladar és Betti ismerik egymast, Betti ismeri Gabort is. Karcsi mindharmukat
ismeri. Abrazold graffal az ismeretségeket! (Az ismeretség kolcsonos.)

(K) Egy konferencia 5 résztvevéje: A, B,C,D, illetve E. Tudjuk, hogy E ismer
mindenKkit az asztalnal. D nem ismeri A —t, de a tobbieket ismeri. C két résztvevot
ismer, B pedig harmat. Abrazold a tarsasag tagjai kozotti ismeretségeket egy
graffal, és add meg, hogy kiket ismer az asztalnal az A — val jelolt személy! (Minden
ismeretség kolcsonos.)

(K) Egy csalad kirandulni megy. Az anya szendvicseket készit: kettot — kettot sajat
maganak és a férjének; harmat a fianak és egyet a lanyanak. Szemléltesd
iranyitasnélkiili graffal a szendvicskészitést, ha a pontok a csalad tagjait jelolik;
minden él pedig egy, az adott személynek késziilt szendvicset!

(K) Andras, Béla, Csaba, Dénes és Elek a kollégiumban egy szobaba keriilnek. Béla
ismerte mind a négy tarsat, a tobbiek viszont mindannyian harom embert ismertek
a négy szobatars koziil. Csaba nem ismerte Dénest. Rajzolj egy grafot, amely az
5 didk egymas kozotti korabbi ismeretségét szemlélteti!

(K) Egy titkosszolgalat iigynoke éppen akciot vezet. A Q iigynok latja a célszemélyt
és kollégait: R — t és S — t. Kollégai is latjak 6t és egymast, de nem latjak a
célszemélyt. Ekkor feltiinik a téren a célszemély mellett a személyi testore, aki
régebben szintén tagja volt a titkosszolgilatnak. Eszreveszi a tomegben Q - t és
R — t, majd kimenti a célszemélyt. Ekkor Q ezt litva lefiijja az akciét. Abrazold
graffal, ki kit latott a meghiasult akcioban! (A célszemély végig a testérét figyeli.)

(K) Attila, Bence, Csaba, Daniel, Elek és Ferenc egy eléadason ugyanahhoz az
asztalhoz keriilnek. Attila mar ismerte korabbrol Bencét, Csabat és Ferencet. Bence
osztalytarsa Eleknek, aki egy masik eldadason mar megismerte Danielt. Ferenc és
Csaba szintén talidlkozott mar egymassal régebben. Hany szobatarsaval nem
talalkozott még eddig Ferenc?
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126.

127.

128.

129.

130.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(K) Egy iskolai sakkbajnoksag dontdjébe hatan jutottak be: Aladar, Béla, Csaba,
Dénes, Ferenc és Emil. Délutan két oraig a kovetkezd mérkozéseket mar
lejatszottak: Aladar — Béla, Dénes — Csaba, Emil — Ferenc, Aladar — Dénes, Csaba —
Emil. Szemléltesd ezt az allapotot graf segitségével! A mérkozések hanyad részét
jatszottak mar le, ha a dontében mindenki jatszik mindenkivel?

(K) Egy 7 agu tarsasagban (kolcsonos) baratsagok vannak: Andrasnak 3; Bélanak
2; Csabanak 5; Daninak 1; Ervinnek 4; Ferinek 5; Gabornak szintén 4 baratja van.
a) Rajzolj olyan grafot, amely a tarsasag baratsagait abrazolja!

b) Az 6sszes lehetséges baratsagnak hany szazaléka valésul a csoportban?

(K) Egy 6 fés klubba a klubalapité6 Andras hivott meg mindenkit. Rajta kiviil Janos
ismeri még Csillat és Edinat, Csilla pedig Zolit és Gabort.

a) Abrazold graffal a fenti ismeretségeket!

b) Idékozben Kkideriilt, hogy két Kklubtag eltitkolt egy ismeretséget, és egyediil
Edinanak van a klubban a legkevesebb ismerdse. Kik titkoloztak eddig?

(K) Egy teniszkupan a kovetkezo hat ember vett részt: Anna, Géza, Jend, Karoly,
Marton és Réka. A elsé napon a kovetkezo mérkozéseket tartottak meg: A — R, R —
JM—KA—]M—-GM-].

a) Ezen versenynap végén le tudnak — e iilni a versenyzok egymas mellé agy, hogy
barmely két szomszédos ember mérkozése mar lezajlott?

b) A versenynap estéjén néhanyan moziban voltak, olyanok, akik kozott egyetlen
mérkozés sem volt még. Legfeljebb hanyan lehettek?

c) Hany mérkozés van még a versenybdl hatra, ha mindenki mindenkivel egyszer
jatszik?

(K) Egy iskola sakkbajnoksagan Andras, Béla, Csaba, Dénes és Elemér egyfordulos
kormérkozéses rendszerben jatszik egymassal. Andras mar jatszott Csabaval és
Bélaval. Béla jatszott Elemérrel és Elemér jatszott Dénessel.

a) Szemléltesd grafon a feladatnak megfelelé allapotot!

b) Hany jatszmat kell még jatszaniuk?

c) Hany pontot gyiijthet még Andras, ha a gy6zelemért 1, a dontetlenért 0,5 és a
verségért 0 pont jar? (Add meg az 6sszes lehetéséget!)
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131.

132.

133.

134.

135.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(K) Az iskolai futball dontdjébe 6 csapat Keriilt: a 10.F,a11.E,a11.F,a 12.4, a
12.C és a 12. H osztalyok csapatai. A versenyKkiiras szerint barmely két csapatnak
pontosan egyszer kell jatszania egymassal. Eddig a 10. F mar jatszott a 11. E — vel,
al12.A-valésa12.H - val. A 11.E jatszott mar a 12.C — vel is. A 11. F csak a
12.C —vel jatszott,a 12. A pedig a 10. F —en kiviil csak a 12. H — val mérkézott meg.
A 12.C és a 12. H egyarant két mérkozésen van tul.

a) Szemléltesd graffal a lejatszott mérkozéseket! Hany mérkozés van még hatra?

b) Mekkora annak a valésziniisége, hogy a 6 csapat koziil a 12. H elsé harom hely
valamelyikén végez, ha nincs holtverseny? (Minden Ilehetséges sorrendet
egyforman valosziniinek tételeziink fel.)

(K) A focibajnoksag rajatszasaban 4 csapat szerepel: F;G; K;L. Mindenki
mindenkivel jatszik egyszer, de még nem jatszottak le minden meccset. Az F csapat
legyozte a K - t, viszont kikapott a G - tél, és emellett jatszott egy dontetlent. Tobb
dontetlen eddig nem volt. A K és a G csapatnak is ugyanannyi gyézelme van, mint
veresége. A K utols6 meccsérol Kkitiltottak a kozonséget. Az L csapat utolso6 meccsén
eldol majd a bajnoksag sorsa, sikeriilt jegyet szerezniink ra, de ki lesz az L csapat
ellenfele?

(K) Hat pingpongozo kormérkozést jatszik. Egy versenyzo mar 3 mérkozést jatszott
és 0 szerzett eddig legtobb pontot, egy versenyzd még csak 1 mérkozésen van tul,
amelyen veszitett. A tobbiek 2 — 2 mérkozést jatszottak és egyforman allnak.

a) Ki hanyszor gy6zott és hanyszor veszitett eddig?

b) Hany mérkoézés van még hatra?

(K) Egy kutyakiképzé tréningen a bernathegyi o6sszebaratkozott a csaucsauval. Az
agar, a bulldog ¢és a tacsko mar elozo héten talalkoztak. Most éppen a bernathegyi
ismerkedik a bulldoggal és az agarral. Abrazold graffal, hogy melyik kutyafajtak
ismerik egymast a telepen, ha a dobermannt kiilon képzik ki egy elkeritett részen!

(K) Egy légitarsasag alkalmazottja feljegyezte a Budapest, London, Parizs,
Amszterdam és Miinchen kozotti repiilojaratokat. Rajzold le a varosok kozotti
repiildjaratokat, ha kovetkezok a feltételek!

a) Budapestrél 3, Londonbél 1, a tobbi varosbol 2 — 2 jarat indul.

b) Budapestrél 4, Londonbdl 2, a tobbi varosbél 3 — 3 jarat indul.

c) Budapestrdl, Londonbdl és Parizsbél 4 — 4, a tobbi varosbol 2 — 2 jarat indul.
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136.

137.

138.

139.

140.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(K) Az alabbi abran 5 telepiilés kozott ugy kell 4 szakaszbdl allo uthalozatot épiteni,
hogy minden telepiilésbol el lehessen jutni barmelyik masikba és legyen olyan
telepiilés, amelybol harom ut vezet ki. Szemléltesd graffal az uthalézatot!

E

> @

o] |

(K) Az alabbi abra 6 nagyvaros (A, B, C, D, E és F) kozotti buszjaratokat mutatja.
Ha két varos vonallal van 6sszekotve, akkor a két varos kozt kozvetlen (atszallas
nélkiili) buszjart kozlekedik. Eljuthatunk — e az A varosbol a B varosba atszallas
nélkiil? Eljuthatunk — e 1, illetve 3 atszallassal?

F E

(K) Egy telefonhalézatban 6 kozpont mindegyike legalabb 3 masikkal van kozvetlen
kapcsolatban. Létesithet6 — e ekkor barmely 2 kozpont kozott kapcsolat kozvetleniil
vagy mas kozpontokon keresztiil? Mi a helyzet akkor, ha a ,,3 masikat” 2 — re
csokkentjiik?

(K) Tervezz 5 barat szamara telefonos iizenettovabbito rendszert ugy, hogy ha
barmelyikiik kap egy iizenetet, az a tobbiekhez is eljusson! A rendszer tegyen eleget
a kovetkezo két feltételnek: (1) a leheto legkevesebb telefonhivassal jusson el az
iizenet a tobbiekhez; (2) senki se kapja meg kétszer ugyanazt az iizenetet.

(K) Egy megye 6 faluja kozott ugy épitették az utakat, hogy mindegyik falubél
mindegyik faluba vezet kozvetlen ut. Télen egy nagy havazas utan az osszes ut
jarhatatlanna valt. Legkevesebb hany utszakaszt (két falut 6sszekoto kozvetlen ut)
kell letakaritani ahhoz, hogy barmelyik falubo6l barmelyik faluba el lehessen jutni?
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141.

142.

143.

144,

145.

146.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(K) Egy Kis térségben az A varosbol épitettek utat C - be és D - be, B - bél pedig
E - be. Az egyetlen helység, ahol még nem épitkeztek: F. Mennyi utat kell még
épiteni, hogy minden helységb6l minden helységbe pontosan egy uton lehessen
eljutni? Adj meg két kiilonboz6 lehetséges megvalositast! (A térséget csak az emlitett
helységek alkotjak.)

(K) Tizenkét fiu levelez. Mindegyik fiu legalabb két masikkal tartja a kapcsolatot.
Valamelyikiik elkiild egy hirt az egyik ismerosének. Az is elkiildi egy ismerdsének,
de nem annak, akitol kapta. Mas forrasbol a fiuk nem jutnak a hirhez.

a) Biztosan eljut - e a hir mindenkihez, miel6tt visszajut egy olyan fiihoz, aki mar
tudta azt?

b) lgaz - e, hogy a hir biztosan visszajut egy olyan fiihoz, aki mar tudta azt?

c) Legkevesebb hany fiuhoz jut el a hir?

(K) Négy szamitogépet ugy szeretnénk 4 kabellel halozatba kotni ugy, hogy ha
valamelyik két gép kozotti kapcsolat sériilne, a rendszer akkor is maradjon
miikodoképes, azaz az informaciok barmelyik géprol barmelyikre eljuthassanak.
Mutass ra egy abraval, hogy a feladat megoldhato!

(K) Rendszerépité munkasoknak 25 gépet kellene osszefiiggé halézatba kotniiik,
ehhez a leltar szerint 23 kabeliik van. Meg tudjak — e valositani a tervet?

(K) Egy szamitégépes halozat 4 gépbdol fog allni. Harom kabel all rendelkezésre az
osszekotéshez, szeretnénk, ha a rendszer osszefiiggé lenne, azaz barmelyik két gép
kozott lehetséges legyen (esetleg egy vagy tobb koztes gépet beiktatva) a
kommunikacio. Adott kabelezés estén két szamitogép tavolsaga alatt azt a legkisebb
természetes szamot értjiik, ahany kabelen at kell haladnia az informacionak, mig
elér az egyik géptol a masikig. Keress olyan kabelezést, amikor minimalis lesz a
gépek kozotti tavolsagok atlaga (a 6 lehetséges gépparra)!

(K) Nyolc telefonkozpont kozotti kapcsolatrendszerrdl a kovetkezoket tudjuk:
1. Barmely két kozpont kozott létesitheté kapcsolat.

2. Barmelyik két Kiilonb6z6 vonal tonkremenése esetén is még oOsszefiiggd a
maradék rendszer, de barmely harom esetén ez a feltétel mar nem teljesiil.

3. A harom legnagyobb kozpont egymast kozvetleniil is el tudja érni.

Rajzolj a feltételeket megvalosito halozati grafot minél kevesebb éllel!
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147.

148.

149.

150.

151.

152.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(K) Egy turista bejarta egy varos 6 utcajat ugy, hogy mindegyiken pontosan kétszer
ment végig, de ugy nem tudta bejarni 6ket, hogy mindegyiken csak egyszer menjen
végig. Lehetséges volt — e ez akkor, ha az utcak kozott lehet zsakutca is?

(K) Rendeljiink hozza az egyes sakkfigurakhoz egy — egy grafot a kovetkezoé szabaly
szerint: legyenek a sakktabla mezdi a graf csucsai, s ebben a 64 pontu grafban két
pont kozotti €l azt jelenti, hogy az adott figura az egyik mezorol atléphet a masikra
(az iranytol eltekintve). Mennyi a G8, illetve a D4 mezohoz tartozo pont fokszama,
ha egy huszar all a mezon, és csak L alakban 1éphet? (Tételezziik fel, hogy a tobbi
mezo iires.)

(K) Rendeljiink hozza az egyes sakkfigurakhoz egy — egy grafot a kovetkezé szabaly
szerint: legyenek a sakktabla mezéi a graf csicsai, S ebben a 64 ponti grafban két
pont kozotti €l azt jelenti, hogy az adott figura az egyik mezorél atléphet a masikra
(az iranytol eltekintve). Van — e olyan figura, amire az 6sszes pont fokszama
ugyanannyi? (A tablan mas figura nem all.)

(E) Egy iskolai kirandulas 28 résztvevéjét megkérdezték, hogy hany osztalytarsa
van a kirandulas résztvevéi kozott. Az elsé6 15 valasz a kovetkezé volt: 8 - an
mondtak 5 - 6t, 2 - en mondtak 4 - et és 5 - en mondtak 3 - at. Mi lehetett a hianyzo
13 valasz, ha tudjuk, hogy mindenkinek volt osztalytarsa a kirandulason?

(E) Egy kirandulason 35 gyerek vett részt. Mindenkitél megkérdeztem, hogy hany
osztalytarsa van a jelenlévok kozott. Elarulom az elsé 22 valaszt: 8 — an mondtak
6 - ot, 7 — en mondtak 4 — et, 5 — en mondtak 3 — at, 2 — n pedig 2 — t. Mi lehet a
hianyzo 13 valasz?

(E) Egy 25 fét foglalkoztaté kisvalallkozasnak Kiilonb6z6 nemzetiségii dolgozéi
vannak. Az 4j cégvezetdo megkérdezett néhany fot, hogy hany azonos nemzetiségii
munkatarsa dolgozik a cégnél. A valaszok a kovetkezok voltak: 5 f6 mondott 6 — ot,
12 f6 mondott 4 —et, 1 fo6 mondott 2 —t.

a) Hany kiilonb6z6 nemzet tagjai vesznek részt dolgozoként a kisvallalkozasban?

b) Ha megkérdezte volna a tobbi dolgozot is, milyen valaszokat hallott volna az aj
cégvezeto?
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153.

154.

155.

156.

157.

158.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(E) Egy okolvivo edzésen 4 egymast koveté sulycsoport dsszesen 6 versenyzdje
késziil a bajnoksagra. Mind a 6 versenyzé megmérkozik minden olyan klubtarsaval,
aki legfeljebb egy sulycsoportban tér el az ¢ sulycsoportjatol. Hanyan tartoznak az
egyes sulycsoportokba, ha 6sszesen 7 edzomérkozést kell vivniuk?

(E) Hat fiu koziil pontosan ketté almat lopott, s a vallomasok a kovetkezdk:
Hug6: Csaba és Gabor a tettes. Janos: Dénes és Tamas a biinos.
Dénes: Tamas és Csaba tette. Gabor: Hugé és Csaba a tolvaj.

Csaba: Dénes és Janos kovették el.

A vallomasok koziil négyben az egyik bilinost helyesen, a masikat helyteleniil nevezték
meg. Az otodik (sorrendben nem feltétleniil 6todik) vallomasban megnevezettek
mindketten artatlanok. Kik loptak el az almakat?

(E) Tudjuk, hogy egy tarsasagban mindenkinek legalabb két ismerdse van.
Bizonyitsd be, hogy ekkor a tarsasagnak legalabb harom tagjat le lehet iiltetni egy
kerek asztal koré ugy, hogy mindenki ismerje a mellette iiloket! (Az ismeretséget
kolcsonosnek tekintjiik.)

(E) Levelezést folytat egymassal 17 tudés. Osszesen harom témarol leveleznek, és
barmelyik kettot megkérdezziik, azok leveleznek egymassal, de mindig ugyanarrol
az egy témarol. Mutasd meg, hogy biztosan van kozoéttiik legalabb harom olyan
tudos, akik koziil barmely ketté ugyanarrol a témarol levelez egymassal!

(E) Egy orszagban 7 repiilout koti 6ssze a févarost a tobbi varossal. Az 6sszes tobbi
varosbol pontosan 4 repiiléutvonal indul, kivéve a legkisebb varosat, ahonnan csak
egy ut indult. Mutasd meg, hogy ebbdl a varosbol (esetleg mas varosokat érintve)
eljuthatunk a févarosba repiilovel!

(E) Harminckét telepiilés kozott telefonvonalakat épitenek ki. Egy telefonvonal
pontosan két telepiilést kot ossze, és két telepiilés kozott legfeljebb egy kozvetlen
vonal épiil. Bizonyitsd be, hogy ha mar 466 vonalat kiépitettek, akkor barmely
telepiilésrol barmely telepiilésre lehet telefonalni vagy kozvetlen vonalon, vagy tobb,
mar kiépitett vonal osszekapcsolasaval!
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Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

159. (K) Izomorfak — e a kovetkezé grafok?

7 ¥

160. (K) Izomorfak — e a kovetkezé grafok?

[ I XX >

161. (K) Izomorfak — e a kovetkezé grafok?

SR s

162. (K) Izomorfak — e a kovetkezé grafok?

OO®
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Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

163. (K) lzomorfak — e a kovetkezé grafok?

164. (K) lIzomorfak — e a kovetkezé grafok?

165. (K) Izomorfak — e a kovetkezé grafok?

30




Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

166. (K) Vannak — e az alabbi grafok kozott izomorfak?

o) M
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167. (K) Vannak — e izomorfak a kovetkezé grafok kozott?
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Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

168. (K) Melyik grafok izomorfak az alabbiak koziil egymassal?

i

169. (K) A kovetkezo 6 csuicst grafokban minden csucs fokszama 2. Keresd meg koziilitk

az izomorfokat! Legkevesebb hany élt kell behtiznunk az egyes grafokban ahhoz,
hogy mind a 6 izomorffa valjék?
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Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

170. (K) Melyek izomorfak egymassal az alabbi grafok koziil?

171.

172.

173.

174.
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(K) Abrazold az osszes lehetséges 7 ponti grafot, amelyben a fokszimok a
kovetkezok: 1;1;1;1;2; 3; 3!

(K) Egy 5 csuicsu egyszerii grafnak 3 éle van. Rajzold le az dsszes esetet! lgaz — e,
hogy az 5 csucsu 7 éli egyszerii grafokbol ugyanennyi van?

(K) Rajzolj két nem izomorf 5 pontu, osszefiiggé grafot, amelyekben 1 darab
masodfoku, 3 darab harmadfoku és 1 darab elséfoku pont van!

(K) Hany olyan lényegesen kiilonb6z6, 4 csucsu, 3 éli egyszeri graf van?
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175.

176.

177.

178.

179.

180.

181.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(K) Hany olyan 6 ponti egyszerii graf van, melyben a pontok fokszama legalabb 2?

(E) Adott az A, B, C pontok a sikon. Hany kiilonb6z6 egyszerii grafot készithetiink a
harom pontbol:

a) ha sem a pontokat, sem az éleket nem Kiilonboztetjiik meg;

b) haaz AB, BC és AC éleket megkiilonboztetjitk?

(E) Adottaz A, B, C, D pontok a sikon. Hany Kkiilonb6z6 egyszerii grafot készithetiink
a négy pontbol:

a) ha sem a pontokat, sem az éleket nem kiilonboztetjiikk meg;

b) ha két élt kiilonbozonek tekintiink, amikor legalabb az egyik végpontjuk mas?

(E) Tekintsiink n megkiilonboztetett pontot. Hany Kiilonbozé egyszeri grafot
készithetiink a pontokbol? (Két élt kiillonbozonek tekintiink, ha legalabb egyik
végpontjuk mas.)

(E) Harom élbol szeretnénk egyszerii grafot késziteni. Legalabb hany pontu legyen
a graf, ha ebben a grafban a lehet6 legtobb Kkiilonb6z6 harom éli egyszerii grafot
akarjuk eléallitani? (A csticsokat és az éleket nem Kkiilonboztetjilk meg.)
Altalanositsd a kérdést n élre! Ekkor mit mondhatunk?

(K) Igaz - e, hogy barmely két olyan 8 pontu graf izomorf, amelyeknek minden
csucsa harmadfoku?

(E) Egy arborétumban 5 uttal kototték oOssze az iiveghazakat. Ez a leheté
legkevesebb ut ugy, hogy barmely haztol barmelyikhez el lehesSen jutni, akar mas
iiveghazak érintésével.

a) Hany iiveghaz van az arborétumban?

b) Rajzolj lehetséges térképeket az uthalézatrdl. Hany lényegében kiilonb6z6 (nem
izomorf) ithalozat lehetséges?
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182.

183.

184.

185.

186.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(E) Egy 5 telepiilés Kkozotti uthalozatban barhonnan barhova pontosan
kétféleképpen lehet eljutni. Rajzolj fel egy szituaciot! Hany lehetdség van?

(E) Adott 5 falu, jeloljiik oket A, B, C, D, E — vel, amelyek kozott nincs harom vagy
tobb egy egyenesen. A falvak kozott 4 egyenes szakaszbdl allé utat akarnak épiteni
ugy, hogy mindegyik falubél mindegyik faluba el lehessen jutni (nem feltétleniil
kozvetlen uton, esetleg tobb utszakaszt bejarva). Az utak keresztezhetik egymast,
am ekkor feliiljarét épitenek, igy utkozben nem lehet attérni egy masik utra.
Bizonyitsd be, hogy dsszesen 125 ilyen halozat készithetd!

(E) A kémiives az abran lathatohoz hasonléan épit falat. Ezt abrazoljuk graffal ugy,
hogy a pontok a téglak, az élek pedig mutatjak, melyik tégla melyikre tamaszkodik.
Hany éle van a grafnak, ha az als6 sorban n (n € Z*) darab tégla talalhat6?

(K) Egy gyereknek 3 feladata van. Abrazold iranyitott graffal, hogyan szervezheti a
teenddit egymas utan! Hanyféle beosztas 1étezik?

(K) Egy tarsasagban két ember beszélget.

A: Megfigyeltem, hogy a tarsasagban azoknak éppen paros a szama, akiknek
paratlan szamu ismerdiik van itt.

B: En meg azt vettem észre, hogy azoknak a szama paratlan, akiknek paros szamu
ismerdésiik van itt.

A két allitas koziil melyik érvényes barmely tarsasagra?

A masik allitas milyen szamu tarsasagokra igaz?
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187.

188.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(K) Dontsd el, hogy igaz, vagy hamis az allitas!

A: Van olyan 6 csicsu egyszerii graf, ahol az éleinek szama megegyezik a
komplementer graf éleinek szamaval.

B: Egy 4 csticsu osszefiiggd grafnak legalabb 4 éle van.
C: Van olyan egyszeri graf, aminek 7 csticsa van és mindegyik fokszama 5.

D: Ha egy 7 cstcsu egyszerii grafnak paratlan darab éle van, akkor
komplementerének is paratlan darab éle van.

E: Ha egy teljes grafnak paros darab éle van, akkor csicsainak szama is paros.

F: Van olyan 5 ponti egyszeri graf, ahol a fokszamok osszege 22.

G: Van olyan 6 ponti egyszerii graf, aminek 16 éle van.

H: Ha egy 9 ponti egyszerii grafban minden csucs foka legalabb 7, akkor van 8 is.
I: Ha egy 6 ponti egyszerii grafnak 10 éle van, akkor 6sszefiiggo.

J: Ha egy graf osszefiiggo, akkor van olyan él, amelyet elhagyva dsszefiiggé marad.

(K) Dontsd el, hogy igaz, vagy hamis az allitas!

A: Ha egy teljes grafnak paratlan szamu éle van, akkor a csucsai szama is paratlan.
B: Ha egy graf pontjainak szama paratlan, akkor a fokszamok osszege is paratlan.
C: Létezik olyan 5 fos tarsasag, amelyben az ismeretségi szamok 2; 2; 2; 3; 3.

D: Létezik olyan 4 csicsu graf, amelyben az egyes cstcsok fokszama 0; 2; 3; 5.

E: Nincs olyan 6 ponta egyszerii graf, amelyben a fokszamok 0; 2; 2; 3; 4; 5.

F: Egy 5 pontu egyszerii, teljes graf éleinek szama 20.

G: Egy 5 csucsu, osszefiiggo grafnak legalabb 4 éle van.

H: Van olyan graf, amelynek a fokszamai rendre: 1; 2; 2; 2; 3; 3.

I: Ha egy egyszerii grafban minden fokszam legalabb 2, akkor a graf osszefiiggo.

J: Egy adott graf, illetve a komplementer grafja koziil legalabb az egyik osszefiiggo.
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(K) Dontsd el, hogy igaz, vagy hamis az allitas!
A: Barmely grafban a fokszamok 6sszege egyenlé az élek kétszeresével.

B: Barmely grafban a fokszamok dsszege paros.

n-(n-1)

C: Ha egy n pontu egyszeri grafban az élek szama , akkor a graf teljes.

D: Ha egy grafban paratlan szamu cstics van, akkor a van paros foku cstcsa.
E: Egy 5 csicsu, egyszeri grafnak nem lehet 11 éle.

F: Ha az n csucsu osszefiiggoé grafnak n — nél kevesebb éle van, akkor van elséfoku
csucsa.

G: A legalabb két ponti grafban van két azonos fokszamu pont.
H: A legalabb két ponta egyszeri grafban van két azonos fokszamu pont.

I: Ha egy egynél tobb pontbdl allo egyszerii grafban nincs izolalt pont és kevesebb
¢l van, mint ahany pont, akkor a grafnak van elséfoku pontja.

J: Ha egy grafban van izolalt csics, akkor a graf nem egyszerii.

(K) Dontsd el, hogy igaz, vagy hamis az allitas!

A: Ha két egyszerii graf izomorf, akkor komplementeriik is az.

B: Ha két egyszerii graf komplementere izomorf, akkor az eredeti grafok is azok.
C: Ha két graf izomorf, akkor megfelel6 cstucsaik fokszama paronként egyenlo.

D: Ha két grafban a megfelel6 csucsok fokszama paronként megegyezik, akkor a két
graf izomorf.

E: A graf komplementerének a komplementere izomorf az eredeti graffal.

(n-1)

F: Ha egy n ponti grafban az élek szama n'T, akkor a graf teljes.

G: A fokszamok egyértelmiien meghatarozzak a grafot.
H: A fokszamok egyértelmiien meghatarozzak az egyszeri grafot.
I: EQy 7 csucsu iranyitott grafban a kifokok 6sszege egyenlo a befokok dsszegével.

J: Van olyan 4 csicsi iranyitott graf, ahol a befokok Gsszege 2, a kifokok dsszege 4.
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