Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Bizonyvitasok

Bizonvitasi modszerek:

Direkt bizonyitas:

Ez a leggyakoribb bizonyitdsi mddszer. Ennek lényege a kovetkezd: Ismert definiciok,
tételek segitségével 1€pésrdl 1épésre torténd kovetkeztetések levonasa utan jutunk el a
bizonyitand¢ allitashoz.

Indirekt bizonyités:

Ennek lényege a kovetkezd: Egy Aallitds bizonyitasat ugy végezzik el, hogy elészor
feltételezzilk az éllitds tagadasat, majd ebbdl kiindulva, 1€pésrdl 1épésre torténd
kovetkeztetések levonasa utan egy ismert allitassal ellentmond¢ allitdshoz jutunk. Ezt az
ellentmondast csak tigy oldhatjuk fel, ha a kiindulasi feltételezésiink (a bizonyitandé allitas
tagaddsa) nem igaz. Ekkor azonban az eredeti allitas igaz.

Teljes indukcio:

Ennek lényege a kovetkezd: A természetes szamokkal kapcsolatos allitast eldszor
ellendrizziik néhany konkrét szamértékre, pl.: n = 1 —re, n = 2 - re. Ezutan megmutatjuk,
hogy ha valamely k természetes szamra igaz az allitds (a k 1étezését mar szamitassal
ellendriztiik), akkor a kdvetkezd k + 1 természetes szamra is igaz lesz. Ekkor a tulajdonsag
k —rol k + 1 — re 6roklodik, vagyis az allitds minden természetes szamra igaz lesz.

Skatulya — elv:

Ennek Iényege a kdvetkezd: Azt hasznéljuk fel, hogy ha van n darab sktulyéank, és ezekbe
n - nél tobb dolgot helyeziink el, akkor biztosan lesz legalabb egy olyan skatulya, amelybe
egynél tobb dolog keriil. Tovabba, ha az n skatulydba n - k — nal tobb dolgot helyeziink el,
akkor biztosan lesz legalabb egy olyan skatulya, amelybe k — nal tobb dolog kertil.
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TETEL: (Kézfogasi tétel - fokszamtétel):
Egy véges grafban a csticsok fokszamainak 0sszege egyenld az élek szamanak kétszeresével.

Bizonyitas:
Mivel minden €l 2 csucshoz tartozik, igy a fokszamokat 6sszeadva, az éleket kétszer szamitjuk.

TETEL:
Béarmely véges graf paratlan foka cstcsainak a szama paros.

Bizonyitas:
Mivel az élek szama természetes szam, igy a fokszamok 0sszege paros. Ezek alapjan nem
lehet a paratlan foku csiicsok szama paratlan, mert akkor az 0sszeg is paratlan lenne.

TETEL:
Barmely véges grafban van két pont, amelynek a foka egyenld.

Bizonyitas:

Indirekt tegyiik, hogy az n csucstu egyszeri grafban minden cstics fokszama kiilonbozo:
0,1,..,n — 1. Mivel az n — 1 fokszamu csticsbol minden mas cstcsba vezet €1, igy nem lehet
egyszerre n — 1 és 0 fokszamu csucs is a grafban. Ekkor a graf csicsainak fokszdmait tekintve
n — 1 darab lehetdség adodik, viszont n darab csucsa van. Ellentmondas adodik, mert igy
biztosan lesz legalabb 2 olyan cstcs, amelynek a fokszama megegyezik.

TETEL:

Az n cstcst teljes graf éleinek szdma: () = =—— (=1

2
Bizonyités:

Elsd bizonyitas:
Barmely két csucs kozott vezet pontosan egy ¢l. Mivel egy csucsbol n — 1 darab €l fut ki, igy
n csucs esetén a kifutd élek szama: n - (n — 1). Ekkor azonban egy ¢élt kétszer szamoltunk,

. r .. r r r n ) (n_l)
vagyis a graf 6sszes élének szdma: T

Masodik megkozelités:
Mivel n csucsbol kell kivalasztanunk 2 pontot tigy, hogy egyet csak egyszer jelolhetiink ki, s a
sorrend nem szamit, igy ismétlés nélkiili kombinacioval szamolunk: (’21) = =@
(n—2)!-2! 2
[ ]
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TETEL:
Ha egy 2n pontt egyszerti graf minden csucs fokszama legalabb n, akkor a graf 6sszefiiggo.

Bizonyitas:

Els6 bizonyitas:

Be kell latnunk, hogy a feltétel teljesiilése esetén, a graf barmelyik két csticsa kdzott vezet tt.
Tekintsiik a graf két tetsz6leges csticsat. Ha van kozottiik €1, akkor készen vagyunk, mert lesz
kozottiik at. Amennyiben nincsenek dsszekotve €llel, akkor azonban a két cstics esetén kiilon —
kiilon lennie kell n darab szomszédos (€llel 6sszekotott) csticsnak, vagyis van legalabb egy
kozos szomszédos csticsuk. Ekkor szintén készen vagyunk, mert a harom csticson at lesz ut.

Masodik bizonyitas:

Indirekt tegyiik fel, hogy a graf nem Osszefliggd, vagyis a graf legalabb két komponensre esik
szét. A fokszamok miatt mindegyik komponensben legaldbb n + 1 darab csucsnak lennie kell.
Ekkor azonban ellentmondas adodik, mert a grafban igy legalabb 2n + 2 darab cstlics van. Ezek
alapjan nem teljesiilhet a feltevésiink, vagyis az eredeti allitas igaz.

Harmadik bizonyitas:

Indirekt tegyiik fel, hogy a graf nem Osszefliggd, vagyis a graf legalabb két komponensre esik
sz€ét. A csucsok szama miatt az egyik komponensben n darab vagy annal kevesebb cstcsnak
kell lennie. Ekkor azonban ellentmondas adodik, mert egy legfeljebb n pont egyszerii grafban
a legmagasabb fokszam csak n — 1 lehet (fagraf). Ezek alapjan nem teljesiilhet a feltevésiink,
vagyis az eredeti alltas igaz.

TETEL:
Egy egyszerii graf és a komplementergrafja koziil legalabb az egyik dsszefiiggo.

Bizonyitas:
Mutassuk meg, hogy ha a graf nem 0sszefiiggd, akkor a komplementere dsszefiiggd, vagyis a
komplementergraf két tetszéleges csticsa kozott mindig 1étezik ut.

Tekintsilik a komplementergraf két tetszéleges csucsat.

Amennyiben a grafban nincsenek 0Osszekotve éllel, akkor készen vagyunk, mert a
komplementer grafban lesz kozottiik €l.

Ha a grafban a két csucsot ¢l koti Ossze, akkor tekintsiink egy harmadik csticsot, amely nem
érhetd el uttal egyik kiindulési csucsbol sem. Ilyen biztosan 1étezik, mert a graf nem 6sszefiiggo.
Ekkor azonban ez a cslics a komplementergrafban 0ssze lesz kotve a két kezdeti csuccsal,
vagyis készen vagyunk, mert a komplementergrafban lesz kozottiik ut.



