Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnaziuma)

Bizonyvitasok

Bizonyitasi modszerek:

Direkt bizonyitas:

Ez a leggyakoribb bizonyitasi mddszer. Ennek 1ényege a kovetkezd: Ismert definiciok,
tételek segitségével 1épésrol 1épésre torténd kovetkeztetések levonasa utan jutunk el a
bizonyitando allitashoz.

Indirekt bizonyitas:

Ennek lényege a kovetkezd: Egy allitds bizonyitasat ugy végezziik el, hogy elészor
feltételezzilk az allitas tagadasat, majd ebbdl kiindulva, 1€pésrdl 1épésre torténd
kovetkeztetések levonasa utan egy ismert allitassal ellentmondo allitdshoz jutunk. Ezt az
ellentmondast csak ugy oldhatjuk fel, ha a kiindulési feltételezésiink (a bizonyitandoé allitas
tagaddsa) nem igaz. Ekkor azonban az eredeti allitas igaz.

Teljes indukcio:

Ennek lényege a kovetkezd: A természetes szamokkal kapcsolatos allitast eldszor
ellendrizziik néhany konkrét szamértékre, pl.: n = 0; 1; 2 .... Ezutdn megmutatjuk, hogy ha
valamely k természetes szamra igaz az allitas (a k 1étezését mar szamitassal ellendriztiik),
akkor a kovetkezd k + 1 természetes szamra is igaz lesz. Ekkor a tulajdonsag k — rol
k + 1 —re 6roklédik, vagyis az allitds minden természetes szamra igaz lesz.

Skatulya — elv:

Ennek lényege a kovetkezd: Azt hasznaljuk fel, hogy ha van n darab sktulyank, és ezekbe
n - nél tobb dolgot helyeziink el, akkor biztosan lesz legaldbb egy olyan skatulya, amelybe
egynél tobb dolog kertil. Tovabba, ha az n skatulydba n - k — nal tobb dolgot helyeziink el,
akkor biztosan lesz legalabb egy olyan skatulya, amelybe k — nal t6bb dolog keriil.
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TETEL:

Ta+ T+ T T7) M
Barmely M magassagu csonkagula térfogata: V = (Ta 7y + . /) .

Bizonyitas:
Tekintsiik a csonkagula m magassagu kiegészit6 gulajat.

Az igy kapott nagyobb gula és a kiegészitd gula hasonlé egymashoz.

Megfelel6 aranyparbol irjuk fel a kiegészitd gula magassagat:

Qo Mem N Azz(Mﬂn)Z:T_a . Mim _ [Ta _ JTa
m m Tr m Ty JTr

Tr M Tr M- (JTg +JT

L TN TN (T )

S VTa= Ty Ta =T

A csonkagula térfogatat megkaphatjuk a két gula térfogatanak kiilonbségeként.
Behelyettesitve a kiegészitd gula magassagara kapott kifejezést, adodik a bizonyitand6 allitas:

Tg-(M+m) Tg-m 1
Vesg =Vog =Vig="——— =L == (Ta M+ T, m~T;-m) =

: ( Ty T)
= [ Mo (T = 7)) = 2 [+ ST, (7 ]

:%-[Ta-M+\/Tf.M.(\/?a+\/Tf)]:(Ta+Tf+\3/Ta'—Tf)'M

Misodik bizonyitas:

Legyen a kiegészitd gula magassaga m,, a nagy gula magassaga m,, a test magassaga
M =m, —m,.

A hasonlosag segitségével felirhatjuk a kovetkezoket:

m
/1=m—2 - my=Ai-m
1
T, T,
A== — A= [=
Ty Ty
B=l oy =22
Vig ng kg

A csonkagula térfogatat megkaphatjuk a két gtla térfogatanak kiilonbségeként.
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Behelyettesitve a kapott kifejezéseket, adodik a bizonyitando allitas:

Tf'm1

Vcsg:Vng_ng:)13'ng—ng:ng'(/ls—l)=T'(l—1)'(/12+/1+1):

) (mz—ml)'<Ta+\/%'Tf+Tf>
=2 @Amy—m) (BT AT+ Ty) = =

3

_ (Ta+ T+ Ty Tf) M
3

Harmadik bizonyitas:

Legyen a kiegészitd gula magassaga m;, a nagy gula magassaga m,, a test magassaga
M = mz - ml.

A hasonlosag segitségével felirhatjuk a kovetkezoket:

m T, T, m,?
1l==2 12 =2 N /1:_“:_22 N Ta:/l'mzz Tf:/l'mlz
mq Tf Tf mq

A csonkagula térfogatat megkaphatjuk a két gula térfogatanak kiilonbségeként.

Behelyettesitve a kapott kifejezéseket, adodik a bizonyitando allités:

_ __Tg-my Tf-ml_/l-m23 /1'1’7113_1 3 3\
Vcsg_Vng_ng_ 3 3 3 3 _5'(m2 —my°) =

A
=5-(m2—ml)-(m22+m2-m1+m12)=

2.2) = (Ta+Tf+ T Tf) M
3

=——=- (Mm% A+my-my-A+m
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TETEL:

(Ta+Tr+Ta Tf)'M _ (R®+72+R-1)-M'm
3 - .

Béarmely M magassagl csonkakup térfogata: V = .

Bizonyitas:
Tekintsiik a csonkakip x — M magassagu kiegészit6 kiipjat (az x a nagy kiip magassaga).

Az igy kapott nagyobb kup és a kiegészité kup hasonlé egymashoz.

Megfelel6 aranyparbol irjuk fel a nagy kup magassagat:

x x—-M x-r M-R
A== - x-M=2Z -  x=
R r R R-1

A csonkakup térfogatat megkaphatjuk a két kup térfogatanak kiilonbségeként.

Behelyettesitve a kapott kifejezéseket, adodik a bizonyitando allitas:

xX-r
RZ-m-x 712 (x-M) R:mx 7 m % Rimx rmx_ (R-1)mx
- 3

V= = — = =
3 3 3 3R 3R 3R
M-R
_R-nR*+Rr+r) = (R24+R-r+72)-m-M _ (Ta+Tp+ [Tqg Tf) M
N 3R - 3 - 3
Masodik bizonyitas:

Tekintsiik a csonkakip y magassagu kiegészitd kupjat.
Az igy kapott nagyobb kup és a kiegészitd kup hasonld egymashoz.
Megfeleld aranyparbol irjuk fel a nagy kiip magassagat:

+M 2R
A:y = — — 1+
y 2r

M R

A csonkakup térfogatat megkaphatjuk a két kap térfogatanak kiilonbségeként.
Behelyettesitve a kapott kifejezést, adodik a bizonyitando allitas:

RZ-m-M+y) r?-m-y
3 3 3 3

[RZ-M+(R?-72)-y]-m _[R2-M+R+7)-(R-1)-y] ' m _

V=

RZ-M+@R+7r) M-r]'n  (R2+R-r+72)-n-M (Ta+Tr+ [Tq Tf)M
3 3 3
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Harmadik bizonyitas:

Forgassuk meg az y =%-x+r egyenletii egyenest az x — tengely koril a [0; M]
intervallumon:

V=7T-f:1(R
n [ Ltz )2 -

+r) dx—nf [ _r - x% +r? +2r( ]dx—

2 _ 3 . 2
S (R 2r-R+1? —+T‘2'M+Rr—r'M2)=
3 M
:n[ _2TR+T)M+r2-M+(R-r—r2)-M]=
=m- 2 (R2—2-7-R+712+3-7243-R-7—37%) =

(RZ-m+R-rm+r?-m)-M _ (Ta+Tp+Ta Tf) M
- 3

=n-%-(R2+r-R+r2)= -

TETEL:
Barmely csonkakup felszine: A =[R2+ 12+ (R+71)-a] 7w

Bizonyitas:
Az alaplap teriilete T, = R? - 7, a fedélap teriilete pedig Ty = r* - 7.
Legyen a kiegészitd kup alkotdja x.
Az igy kapott nagyobb kip és a kiegészitd kup hasonlé egymashoz.
Megfeleld aranyparbol irjuk fel a kiegészitd kup alkotojat:

x+a a'r

X
A:—: —_ X =
T R R-—-71

Az egyenes csonkakup paléstja kiteritve egy korgytriicikk, melynek két sugara x és x + a, a
hozzajuk tartoz6 korivek hossza pedig 2 -r-més2-R - m.

Behelyettesitve a kiegészitd kup alkotdjara kapott kifejezést, a palast teriilete a kdvetkezo:

Tp=(x+a)éz'R'”_x'2;'”=(x+a)-R-n—x-r'7T=a'R'7T+x'7T'(R—T)=
=a-R-n+%-n-(R—r)=(R+r)-a-7t

5
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Ebbdl adddik a bizonyitando allitas:

A=R?> m+r>m+R+7r)-a-mr=[R°+r’+(R+71) a]" m.

Masodik bizonyitas:

Legyen d a gytri vastagsaga, q pedig a kozépkor sugara.

Ekkor felirhatjuk a kovetkezot:

q=r+5=r+ =TT 2 -  Rtr=2-q
A korgytirQi tertilete:

Tyy=R*m—r*m=R?*-r?)n=R—-1r)R+r) m=d- 2 q 7= Kiszepkor - d

A korgytri cikk teriilete:
a a a
Tgyc_Tgy'ﬁ—d'Z'Q'”'%OO—d'(R+T)'7T'3600—
=d'(R'7T' oty ao):d-(i—R+i—r):(Z'R'””'r'”)'d
360 360 2 2 2

A csonkakup paléstja olyan korgytirticikk, melynek vastagsaga a test alkotdja:

2'RmT+2'rm-a (R+7)-2'm-a
T = =
p 2 2

=R+r) m-a



