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Vektor miiveletek, vektorok koordinata-rendszerben

DEFINICIO: (Vektor)
Az egyenl6 hosszsagu és egyiranyu iranyitott (kezd6 és végponttal rendelkez6) szakaszoknak

a halmazat vektornak nevezziik. Jele: v; v; AB (ahol A a vektor kezdépontja, B a végpontja).

Megjegyzés:
o A vektor masképpen irannyal rendelkezo mennyiség.

o A vektort a reprezentansaval abrdzoljuk.

DEFINICIO: (Vektor hossza)
A vektort meghatarozo iranyitott szakasz hossza a vektor abszolutértéke. Jele: |v|; ||7]].

DEFINICIO: (Egyallasu vektorok)
Két vektort egyallastinak (parhuzamosnak) neveziink, ha a r4juk illeszkedd egyenesek
parhuzamosak, vagy egybeesnek.

DEFINICIO: (Vektor iranya)
A vektort tartalmaz6 és a vektorral kozds kezdépontu félegyenes iranyat a vektor irdnyanak
nevezzik.

DEFINICIO: (Egyiranyi vektorok)
Két vektort egyiranyunak tekintiink, ha parhuzamosak és ugyanabba az irdnyba mutatnak.

Megjegyzés:
Ha a ket vektor parhuzamos, de nem egyiranyuak, akkor ellentétes iranyuak.

DEFINICIO: (Ellentett vektor)
Ellentett vektornak nevezziik azt a vektort, amelynek nagysaga megegyezik az eredeti vektor
nagysagaval, iranya pedig ellentétes. Jele: —V.
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DEFINICIO: (Egyenlé vektorok)

Két vektort egyenldnek tekintiink, ha van kdz0s reprezentansuk, vagyis egyiranytak és egyenld
nagysaguak.

DEFINICIO: (Zérusvektor)
Zérusvektornak (nullvektornak) nevezziik azt a vektort, amelynek kezdd és végpontja

megegyezik. Jele: 0.

Megjegyzés:
A zérus vektor nagysdga 0, iranya pedig tetszéleges.

Vektorok osszegének meghatarozasa:

e Paralelogramma szabaly:
Ez a modszer két (egymassal nem parhuzamos) vektor 6sszeadésa esetén hasznalhato. A két
vektort kozos kezdépontba toljuk, majd megrajzoljuk az altaluk kifeszitett paralelogrammat.
Az dsszegvektor a kozos kezdépontbodl indulo atlovektor.

o Osszefiizési (haromszog) szabaly:
Ez a modszer tobb (akar parhuzamos) vektor 6sszeadasa esetén alkalmazhato. A vektorokat
Osszeflizziik ugy, hogy az egyik vektor végpontja legyen a kovetkezd vektor kezdépontja.
Az 0sszegvektor (ereddvektor) a szabad kezddpontbol mutat a szabad végpontba.

a+b+c
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Vektorok kiilonbségének meghatarozasa:
A két vektort kozos kezddpontba toljuk. A kiilonbségvektor a kivonandé vektor végpontjabol
mutat a kisebbitend6 vektor végpontjaba.

Megjegyzés:
A kivonast elvégezhetjiik az ellentett vektor hozzdaddsaval is. Jeloléssel: d — b = d + (—b).

Vektor skalarral valo szorzasa:
Az a vektornak egy A valos szammal, skalarral valo szorzatan, azt a A-d vektort értjiik,
amelynek hossza az d hosszanak A — szorosa, iranya pedig:

e d iranyaval megegyezik, ha 1 > 0
e ( irdnyaval ellentétes, ha A < 0

o tetszOleges, ha A = 0 (mert ekkor zérus vektor).

a a 2a

- 9 o—> O —

Megjegyzés:
Egy vektornak szammal torténd szorzasa nyujtast jelent, ha |A| > 1 és zsugoritast, ha |1| < 1.

Vektor miiveletek tulajdonsagai:

e G+0=4ad
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Megjegyzés:
o A vektorok kivondsa nem kommutativ miivelet:(d — b) és (b — @) ellentettvektorok.

e Hald| = |B|, akkor (d + E) meréleges az (d — 5) —re (és forditva), mert a két vektor dltal
kifeszitett paralelogramma rombusz, melynek atloi merolegesen felezi kegymast.

e Ha d merdleges a b — re, akkor la + Bl =|d - B| (és forditva), mert a vektorok dltal
kifeszitett paralelogramma téglalap, melynek atloi egyenld hosszuak.

Vektorok felbontasa:

DEFINICIO: (Linearis kombinaci6)
Ha v{,7v,,..,v, tetszlleges vektorok és Ay, A4,,..,A; pedig valds szamok, akkor az
¢ =AM vy + -+ A - Vg vektort a vy, vy, ..., vy, vektorok linedris kombinacidjanak nevezziik.

TETEL: (Vektor felbonthatésag tétele)

Legyen az a és b két egymassal nem parhuzamos és nem nullvektor a sikban. EKkor a veliik
egysiku tetszbleges ¢ vektor (sorrendtdl eltekintve) egyértelmiien elballithato az d és b linearis
kombinacidjaként, vagyis felbonthatdo az d és b vektorokkal parhuzamos Gsszetevokre.
Jeloléssel: = A-d+u-b (1, p€R).

DEFINICIO: (Bazis vektor)
Egysika vektorok halmazdban megadva egy nem parhuzamos vektorok alkotta d és

b vektorpért, azt mondjuk, hogy egy bézist adtunk meg. Ha ¢ =A-d+pu-b, akkor a
(4; ) rendezett valos szampar tagjait a ¢ vektornak, az d és b bazisvektorokra (alapvektorokra)
vonatkozo koordinatainak nevezzik. Jeloléssel: C(g.py (4; 1).

Megjegyzés:

o A tovabbiakban specidlis alapvektorokbol allo (ortonormalt) bazist hasznalunk:
bazisvektorok T és J; |T| = |J| = 1 (egységvektorok) és J az T - nek (+ 90°) - os elforgatottja.

o A sikegy adott pontjdaval (az origéval) egyiitt az 1 és J vektorpar Descartes - féle (derékszogii)
koordinata — rendszert alkot.

e Hac=A-T+ u-J, akkor a A és u egyiitthatokat a ¢ derékszogii koordindtdinak nevezziik.
Jele: ¢ (A; ).

e Ha egy vektort elosztjuk a hosszaval, akkor a vele egydlldsu, azonos irdnyu egységvektort

kapjuk. Jeloléssel: v, = IZTI
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TETEL:

Adott bazis esetén az egysiku vektorok €és a A, u koordinatdkbodl allé rendezett szamparok
halmaza kozott kolesondsen egyértelmii megfeleltetés 1étesithet6 tgy, hogy minden vektorhoz
az adott bazisra vonatkoz6 koordinatai alkotta szampart rendeljiik hozza.

DEFINICIO: (Helyvektor)

Amennyiben a sik pontjat egy rogzitett (vonatkoztatasi) pontbol kiindul6 vektorral jeloljiik ki,
akkor ezt a ponthoz tartozo6 vektort, a pont helyvektoranak nevezziik.

Megjegyzés:

o A derékszogii koordinata - rendszerben egy pont helyvektora az origobdl a pontba mutato
vektor.

o A derékszogii koordinata - rendszerben megadott helyvektor jellemezhetd egy rendezett
szdamparral, amely megegyezik a vektor végpontjanak koordinataival.

o A koordinata — rendszerben bdrmely vektorh0z egyértelmiien létezik egy vele egyenlo
nagysagu helyvektor.

e Ha a vektor kezdopontja nem az origo, akkor szabad vektornak nevezziik.

e Az7vektor az (1;0) pontnak, a j vektor a (0; 1) pontnak a helyvektora.

Szamolas koordinatakkal adott vektorokkal:

e Vektorok dsszegének és kiillonbségének koordinatai:

TETEL:
Két vektor 0sszegének, illetve kiilonbségének koordinatait megkaphatjuk, ha a megfeleld
koordinatakat 6sszeadjuk, illetve kivonjuk.

Jeloléssel:

d (as;az) . .
— &+b(a1+b1;a2+b2) a_b(al_bl;az_bz)
b (by; by)



Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

e Kezd6 és végponttal adott vektor koordinatai:

TETEL:
A kezd6 és végponttal adott vektor koordinatait megkaphatjuk, ha a végpont koordinataibol
kivonjuk a kezd6pont megfeleld koordinatait.

Jeloléssel:
A (ay; ay) . .

- AB (by — ay; b, — ay) BA (a; — by;a; — by)
B (b1ib2)

e Vektor szdmszorosanak koordinatai:

TETEL:
Egy vektor szdmszorosdnak koordinatait megkaphatjuk, ha a vektor mindkét koordinatajat
megszorozzuk az adott szammal.

Jeloléssel: d (aq; a,) — Ard(A-a;;1-ay)

e Vektorok hossza:

TETEL:
Egy koordinatakkal adott vektor hossza egyenld a koordinatdk négyzetdsszegének
négyzetgyokével.

Jeloléssel: a (ay; ay) — ld| = a,? + a,?

Megjegyzés:
Ha A (al; az) és B (bl, bz), akkor |A—B> | = \/(bl - a1)2 + (bz - az)z.

e Vektor 90° - os elforgatottjanak (meréleges vektorok) koordinatai:

TETEL:
Egy vektorra merdleges vektor koordinatait megkaphatjuk, ha az adott vektor két koordinatajat
felcseréljiik és az egyik eldjelét megvaltoztatjuk.

Jeloléssel: d (aq;a,) — pozitiviranyba: @' (—ay;a;) — negativ iranyba: d’ (ay; —a,)
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Vektorok térben:

TETEL:

Legyen @ b és ¢ olyan nullvektortdl kiilonbdz8, paronként nem parhuzamos vektorok,
amelyekre teljesiil, hogy egyik sem illeszkedik a masik kett6 altal meghatarozott sikra. EKkor

a tér tetszOleges ¥ vektora (sorrendtdl eltekintve) egyértelmiien eléallithatd az @, b és ¢ linedris
kombinaciojaként, vagyis felbonthaté az d,b és ¢ vektorokkal parhuzamos Osszetevokre.
Jeloléssel: v =A-da+u-b+7-¢ (4, u, T €R).

DEFINICIO:

A nem egysiku vektorok halmazaban megadva az d, b és ¢ vektorharmast, azt mondjuk, hogy
egy bazist adtunk meg. Ha v =/1-51+,u-5+r-5, akkor a (A; u; t) rendezett valds
szamharmas tagjait a # vektornak az @,b és ¢ bazisvektorokra (alapvektorokra) vonatkozé
koordinatainak nevezziik. Jeloléssel: C(q.p.c) (4; ;7).

Megjegyzés:

o Az egysiku vektorokkal kapcsolatos korabbi észrevételek a térben ugyanugy alkalmazhatoak.

o A szdmitasokban specidlis 1,7 és k alapvektorokar haszndlunk a kovetkezé feltételekkel:
L= 1= [¥]
2. Az egységvektorok egymdsra paronként merdlegesek: T L7, 7 Lk, T L k.

3. Azl és k ebben a sorrendben jobbsodrasu rendszert alkotnak, vagyis a k végpontja
irdnyabdl nézve az T (+90°) - os elforgatottja a j.

o A jobbsodrasu rendszer elnevezés onnan szarmazik, hogy a jobb keziink hiivelyk -, mutato -
és kozépso ujja ebben a sorrendben jobbrendszert alkot.

o Térben az egymdsra pdaronként merdleges, jobbrendszert alkotoé 1,7 és k egységvektorok
segitségével, a tér barmely v vektora egyértelmiien felbonthaté e vektorokkal parhuzamos

Gsszetevkre. Jeloléssel: B=A1-T+u-J+7-k (A, u, T€R).
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Gyvakorlo feladatok

K: kozépszintii feladat E: emelt szintii feladat

1. (K) Tekintsiik az alabbi szabalyos hatszogben a kovetkezé vektorokat: d = AB és
b = AF. Add meg az Fd, D—(?, Z?)), R, ﬁ'), ﬁf, ﬁ,ﬁ vektorok koordinatait az (t_i; b)
koordinatarendszerben!

2. (K) Tekintsiik az alabbi kockaban a kivetkezo vektorokat: @ = AB,b = AE és ¢ = AD.
Fejezd ki az AC, AH,DB,ED,AG,FH, GD vektorokat az @: b és ¢ vektorok segitségével!
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3. (K) Tekintsiik az alabbi haromszogben a kovetkezé vektorokat: b =AC és ¢ = AB.
Fejezd ki a C csicsbdl indulo sulyvonalra illeszkedé CD =5 vektort és a ¢ oldalhoz
tartozo kozépvonalra illeszkedo FE = k vektort a b és ¢ vektorok segitségével!

4. (K) frd fel az A (—2;5) és B (3; —4) pontokba mutaté @ és b helyvektorokat az i és
J bazisvektorok segitségével!

5. (K) Ird fel az AB és BA vektorokat az 7 és J bazisvektorok segitségével, ha adott az
A (7;—1) és B (—5;9) pont!

6. (K) Egy egyenesre esik —eaz A (—2;1),B (3;4) és € (2018; 1213) pont?

7. (K) Adott az @ (7; —1) és b (—13;9) helyvektor. Hat4rozd meg a 2d; —3b; 5@ + b és
4b — d vektorok koordinatait az 7 és j bazisvektorok segitségével!

8. (K) Adott az @ (—4; 11) és b (8; —7) helyvektor. Hatarozd meg a 3d; —5b; 6d + b és
9b — 2d vektorok koordinatait!

9. (K) Abrazold a ¥ (—6;4) helyvektort, szamitsd ki a hosszit és bontsd fel az alabbi
vektorokkal parhuzamos osszetevékre!

a)1(1;0)ésj(0;1)

b) @ (—4;2) és b (1;—8)
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(E) Abrazold a ¥ (3;—4;5) — t, szamitsd ki a hosszat és bontsd fel az alabbi
vektorokkal parhuzamos 6sszetevikre!

a) 1(1;0;0),7 (0;1;0) és k (0; 0; 1)

b) @ (1;-2;2),b (3;—4;1) és ¢ (1,-3;2)

(E) Adott az d (1;—3;2) és a b (6;4; —9) vektor. Hatirozd meg a 2d+b és az
%E — a vektorok koordinatait!

(K) Hatarozd meg a B és C pont koordinatajat, ha adott az A (2;7) pont, illetve az
AB (—1;3) és a CA(5; —4) vektor!

(K) Szamitsd ki az d (—3;4) helyvektor hosszat!

(K) Szamitsd ki annak az d vektornak a hosszat, amelynek kezdépontja A (5;7) és
végpontja B (—1; —2)!

(K) Szamitsd ki az ABC A Kkeriiletét, melynek csucspontjai: A (1;3),B (2;-5),
C(—4;7)!

(K) Adj meg harom olyan vektort, amely merdleges az d (—7; 6) vektorral!

(K) Adott egy paralelogramma harom csucsa: (—3;4),(5; —2) és (6;8). Hatarozd
meg a paralelogramma negyedik cstucsanak koordinatait!

(K) Adott egy négyzet két szomszédos csiicsa: (—1;3) és (5;—4). Hatarozd meg a
négyzet hianyzo csucsainak koordinatait!

(K) Egy négyzet egyik csucsa A (—1; 3), kozéppontja K (1;4). Hatarozd meg a tobbi
csucs koordinatait!
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(K) Egy rombusz két atellenes csiicsa A (—10;4), C(6; —8). Hatarozd meg a hidnyzo
két csucs koordinatait, ha a BD atlo hossza fele az AC atloénak!

(K) Egy téglalap két csuicsa a (—2;4) és (7;16) pontok. Hatirozd meg a hidnyzo
csucsok koordinatait, ha tudjuk, hogy az adott pontok altal meghatarozott oldal
hossza haromszorosa a masik oldal hosszanak!

(K) Legyenek A,B,C,D,E a sik tetszoleges pontjai. Hatarozd meg az a valos szam
értékét,haﬁ+§?+f’_ﬁ= a- (ﬁ+ﬁ)!

(E) Az ABC haromszog AB oldalanak A — hoz kozelebbi negyedelépontja N, B — hez
kozelebbi negyedelépontja M. Fejezd ki a CM — et és CN — et CA és CB segitségével
(a két vektor linearis kombinaciojaként)!

(E) Az ABC haromszogben AB = 4,BC =5,CA = 6. Az A csucsbdl indulé belso
szogfelezo metsze a BC oldalt P — ben. Hatarozd meg az a és f értékét, ha

AP = a-AB + B - AC!

(E) Az ABC haromszog BC oldalanak C — n tili meghosszabbitasan ugy vettiik fel a

P pontot, hogy BP: CP = 9: 5. Bontsd fel az AP — t AB — ral és AC — ral parhuzamos
osszetevokre!

(E) Hatarozd meg a kovetkezo vektorokkal egyiranyu egységvektorok koordinatait!
a) d (4;-3)

b) b (1;4;5)

(K) Hatarozd meg az a = 120°, 8 = 225° és y = 330° iranyszogi egységvektorok
koordinatait!

(K) Szamitsd ki az @ (—5,—2) és b (1; 4) vektorok altal bezart szoget!
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(E) Legyen O az ABC A koré irt kor kozéppontja, M a haromszog magassagpontja.

Bizonyitsd be, hogy OA + OB + 0C = OM!

(E) Bizonyitsd be, hogy az ABC A, S silypontjabol a csiicsokba vezeté vektorok
osszege 0!

(E) Legyen az ABC A sulypontja S, az XYZ A silypontja pedig Q. Bizonyitsd be, hogy
AX +BY + CZ =3-5Q!

(E) Bizonyitsd be, hogy egy tetszdleges O pontbol az ABC A csucsaiba vezet6é vektorok
Osszege egyenlo az O pontbdl az oldalfelezé pontokba vezeté vektorok dsszegével!

(E) Bizonyitsd be, hogy ha Fq, F,, F3, F4, F5, F¢ egy hatszog egymas utani oldalfelezo
pontjai, akkor F{F, + F3F4 + F5F¢ = 0.

(E) Bizonyitsd be, hogy AB + AC + AD + AE + AF = 3-AD, ha A,B,C,D,E,F egy
szabalyos hatszog cstcsai!

(E) Az O kozéppontu kor AB és CD hurja merélegesek egymasra, egyeneseik
metszéspontja M. Bizonyitsd be, hogy OA+OB+0C+0D=2-0M!

(E) Legyen az ABCD paralelogramma sikjaban egy tetszéleges pont O. Bizonyitsd be,
hogy 04 + OC = OB + OD!

(E) Bizonyitsd be, hogy egy tetszéleges ABCD négyszog kozépvonalainak M
metszéspontjabol a négyszog csicsaiba mutaté vektorok dsszege 0!

(E) Az ABCD négyszog AB és CD oldalanak felezopontja E és F. Bizonyitsd be, hogy
EF =1.(4D + BC)!
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