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Addicios tételek

Addicios tételek:

sin (a + ) =sina-cosf +sinf - cosa

cos (@ + ) =cosa-cosf —sina-sinf

tga +tgp
tg(@+p) =1 ios
Ctg (0(+B) _ ctga-ctgf -1

ctgpB + ctga

Kétszeres szogek szogfiiggvényei:

sin2a = 2-sina-cosa

2-tga

tg 2a = T iota

Szogofiiggvénvek osszege, kiilonbsége:

sin(a+p)+sin(a—pF)=2-sina-cosf
sin (¢ + ) —sin(a—f) =2-cosa-sinf
cos(a+pf)+cos(a—pL)=2-cosa-cosf

cos(a+p)—cos(a—pB)=(—2) sina-sinf

Félszogek szogfiiggvénvei:

1-cosa a 1+cosa
2 2 2

. a
sin— =+
2

sin (a — ) =sina-cosf —sinf - cosa
cos (a —B) = cosa-cosfB +sina-sinf

_ tga-—-tgp
tg (d—ﬁ) - 1+tga-tgp

ctga-ctgf +1

ctg (CZ B B) = ctgp — ctga

cos 2a = cos’a — sina

ctg?a—1
ctg 2a = ==
2-ctga

sina+sinﬁ=2-sin“;f_3.cosg
sina—sinﬁzz-cosazﬁ.sin“;zﬁ
cosa+cosﬁ=2-c05&23.cosaz;ﬁ
cosa—cosﬁ:(_z).sin#_sin%
R e e e
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Gyvakorlo feladatok

1. Szamitsd ki szamologép hasznalata nélkiil a kovetkezo Kifejezések pontos értékeét!

cos 105° sin(—225°) cos (—45°) + sin 225°

2. Szamitsd ki szamolégép hasznalata nélkiil a kovetkezé kifejezések pontos értékét!

tg (—75°) ctg 135° tg 15° — ctg 300°

3. Szamitsd ki szamolégép hasznalata nélkiil a kovetkezé kifejezések pontos értékét!

sin 52°- cos 22° — cos 52° - sin 22° €0s 69° - cos 24° + sin 69° - sin 24°
sin73°-cos 17° + sin 17° - cos 73° cos 8°-cos 22° — sin 8° - sin 22°

€0Ss 24° - cos 21° — sin 24° - sin 21° sin 79° - cos 19° — cos 79° - sin 19°
cos 87° - cos 57° + sin87° - sin 57° sin43°-cos17° + cos43°-sin17°
cos 34° - cos 56° — sin 34° - sin 56° sin276° - cos 66° — cos 276° - sin 66°

4. Szamitsd ki szamologép hasznalata nélkiil a kovetkezo kifejezések pontos értékét!

2 - sin 105° - cos 105° c0s?165° — sin®165°
cos?75° — sin?75° 2 - sin 15°- cos 15°
2-sin22,5° cos 22,5° c0s%135° — sin®135°
c0s%22,5° — sin%22,5° 2 - sin75°- cos 75°
2-sin 165°: cos 165° cos?15° — sin?15°
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cos(90° — a)
sin(90° — a)
cos(270° — a)
sin(90° + a)

cos(90° + a)

cos(180° — a)
sin(180° — a)
cos(450° — a)
sin(180° + a)

cos(180° + )

5. Hozd egyszeriibb alakra a kovetkez6 kifejezéseket!

cos(a — 90°)

sin(270° — a)
cos(540° — a)
sin(270° + a)

cos(270° + a)

cos(a — 180°)
sin(a — 180°)
cos(720° — a)
sin(360° + a)

cos(450° + a)

6. Hozd egyszeriibb alakra a kovetkezo kifejezéseket!

cos(45° — a) + cos(45° + a)
sin(30° — a) + sin(30° + a)
sin(60° — a) + sin(60° + a)
sin(a + 150°) + sin(a — 150°)

sin(a + 300°) — sin(a — 300°)

sin(a + 300°) — sin(a — 300°)
cos(60° + a) + cos(60° — a)

sina + sin(a + 120°) + sin(a + 240°)
cos(a + 225°) + cos(a — 225°)

cos(a + 450°) — cos(a — 450°)

sin(45° — a) — cos(30° + a) + sin? 30° — cos(45° + a) + sin(60° — a) + sin? 60°

7. Szamitsd ki szamologép hasznalata nélkiil a kovetkezo kifejezések pontos értékét!

a) sin —-cos =
10 5

T 4 5
b) cos --cos —-cos —
7 7 7

T 3n 5
C) cos -+ cos —+ cos —
) 7T 7t 7

2w 4t 6w
d) cos — +cos —+cos —

13w 13m
4" _ cos*—

e) sin
12 12

8. Fejezd ki asin3a -t sin a — val, a cos 3a -t pedig cos a - val!

9. Fejezd Ki sin a — val, illetve cos a — val a sin4a - t és a cos 4a —t!
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10. Igazold a kovetkez6 azonossagokat!
a) cos(a+ B)—cos(a—pB) =(—2) sina-sinf

b) sina + sinf = 2 -sin“tf. cos L=F

2 2
a 14+cosa
— =4 /_
C) Ctgz —4/1-cosa

11. Egyszerisitsd a kovetkezo kifejezéseket!

sin2a

e cos2a + 2 - sina (sina + cos a)* — sin 2a
cos2a . sina-ctga sin2a -
——Sina e — - —sina-ctg a
cosa —sina sin2a 2-sina
2- (sina - sin3a) 4 (sin®a - sin*a) .
—_— tga+ ctg a) - sin 2«
sin2a sin?2a ( ga+ctg )

. tga cos3a — cosa sin3a + sina

sin2a—2- g—z —_— D
1+tg°a 2-sina-sin2a 2-cosa-sin2a

12. Bizonyitsd be a kovetkezé egyenloségeket!

a
. a a . 2 . g a 2-tg5
2-sin--cos-=sina COS"——SIn"—=cosa a—tga
2 2 2 2 1-tg?=
ctg? % -1 sin2a 1 + sin2a .
—azctga —:tga —— = CoSa=SsSIna
2-ctg5 1+ cos2a sina + cosa
4 24 .
cos*a — sin"a 2 sin2a
—=1 tga+ctg a = =ctga
cos 2a ga+ctg sin2a 2 sin2a 9
ctga—-tga 1-cos2a . 1-cos2a
L9292 _ cos2a —— = |sin a —— = |tg «af
ctga+tga 2 1+ cos2a
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13. Bizonyitsd be a kovetkezo6 egyenloségeket!

. . cos2a tg a
4-sina-cosa-cos2a = sin4a =9

1+cos2a tg2a

1 1 a a
- =tg2a ctg-—tg-=2-ctga
l+ctga 1-ctga 9 'gZ gZ 9
2-sina—sin2a_t 2Q sin3a_c053a_
2-sina +sin2a 9 2 sina cosa
1-cosa sina — sin3a + sin5a
tg - = =tg3a
9 2 sina cosa — cos3a + cos 5a 9
14. Bizonyitsd be a kovetkez6 egyenloségeket!
. . 21 . 4 2 (T 1 - sin2a
sina ~rsin|a + — sinfla+—)=0 t (— — a) =
T ( +3)+ ( +3) 9 4 1+ sin2a
. T T . T 1 - sin2a
2-sm(——a)-cos(—+a)=1—sm2a ctg (a+—)=—
4 4 4 cos 2a

4-cos(§+a)-sin(§+a)=3—4-sin2a

cos? (a + B) + cos? (a — B) = cos2a-cos2f + 1

15. Bizonyitsd be, hogy barmely haromszogben teljesiilnek a kovetkezo osszefiiggések!
a) siny =sina-cosf +sinf-cosa
b) cosy = sina-sinff —cosa-cosf

B

= . . a
c) sina +sinfB +siny = 4-cosE-cosE-cos§

B

d) cosa+cosf +cosy = 1+4-sing-sin5-sin§

16. Bizonyitsd be, hogy barmely nem derékszogii haromszogben teljesiil a kovetkezo
osszefiiggés: tga+tgp+tgy =tga-tgp-tgy!



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéziuma)

Szogei szerint milyen az a haromszog, amelyre igaz, hogy % = /zg—g?

Egy haromszog oldalai egymast kovet6 egész szamok. A legnagyobb szog kétszerese a
legkisebbnek. Mekkorak az oldalai?

Egy haromszog két oldala 20 cm és 24 cm, az altaluk bezart szog szogfelezoje 22 cm.
Mekkora a két oldal altal bezart szog?

Egy haromszog két oldala 6 cm és 7 cm, a veliik szemben fekvé szogek aranya 1: 2.
Mekkorak a haromszog szogei?

Ekvivalensek — e (azonosan egyenléek — e) a kovetkezé kifejezések?

sin 2«

sina-cosa-tga-ctg aés sina + cos’a + tgta és

cosla

Add meg az f (x) = sin x + cos x fiiggvény szélsoértékeit!

Helyezziink harom 1 oldalu négyzetet egymas mellé, majd hatirozzuk meg az abra
jelolésének megfeleléen az a + B + y nagysagat?

1 \
a B \Vl\

1 1 1

Legyen sina = % Szamitsd ki a 2« szogfiiggvényeinek pontos értékét!

Legyen cosa = % Szamitsd ki a 2« szogfiiggvényeinek pontos értékét!
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26. Legyentga = % Szamitsd Ki a 2a szogfiiggvényeinek pontos értékét!

27. Hatarozd meg az a osszes szogfiiggvényének értékét, ha sin 2a = %!
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28. Hatarozd meg az % osszes szogfiiggvényének értékét, hatg a = 5
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