Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Bizonyvitasok

Bizonvitasi modszerek:

Direkt bizonyitas:

Ez a leggyakoribb bizonyitdsi mddszer. Ennek lényege a kovetkezd: Ismert definiciok,
tételek segitségével 1€pésrdl 1épésre torténd kovetkeztetések levonasa utan jutunk el a
bizonyitand¢ allitashoz.

Indirekt bizonyités:

Ennek lényege a kovetkezd: Egy Aallitds bizonyitasat ugy végezzik el, hogy elészor
feltételezzilk az éllitds tagadasat, majd ebbdl kiindulva, 1€pésrdl 1épésre torténd
kovetkeztetések levonasa utan egy ismert allitassal ellentmond¢ allitdshoz jutunk. Ezt az
ellentmondast csak tigy oldhatjuk fel, ha a kiindulasi feltételezésiink (a bizonyitandé allitas
tagaddsa) nem igaz. Ekkor azonban az eredeti allitas igaz.

Teljes indukcio:

Ennek lényege a kovetkezd: A természetes szamokkal kapcsolatos allitast eldszor
ellendrizziik néhany konkrét szamértékre, pl.: n = 1 —re, n = 2 - re. Ezutan megmutatjuk,
hogy ha valamely k természetes szamra igaz az allitds (a k 1étezését mar szamitassal
ellendriztiik), akkor a kdvetkezd k + 1 természetes szamra is igaz lesz. Ekkor a tulajdonsag
k —rol k + 1 — re 6roklodik, vagyis az allitds minden természetes szamra igaz lesz.

Skatulya — elv:

Ennek Iényege a kdvetkezd: Azt hasznaljuk fel, hogy ha van n darab sktulyank, és ezekbe
n - nél tobb dolgot helyeziink el, akkor biztosan lesz legalabb egy olyan skatulya, amelybe
egynél tobb dolog keriil. Tovabba, ha az n skatulydba n - k — nal tobb dolgot helyeziink el,
akkor biztosan lesz legalabb egy olyan skatulya, amelybe k —nal tobb dolog keriil.
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TETEL:
Tetsz6leges a és B szogekre teljesiil a kovetkez6: cos (¢ — ) = cosa - cosf + sina - sin 3.

Bizonyités:
Tekintsiik a koordinata — rendszerben a kovetkezd vektorokat: az d egységvektort, melynek

iranyszoge a; a b egységvektort, melynek iranyszoge S (a > ).

Ekkor a két egységvektor koordinatai: d (cos a ; sin a) és b (cos B ;sinf).

frjuk fel a két egységvektor skalaris szorzatat a kovetkezéképpen:

Sl
Il

a- |Ei|-|l§|-cos(a—[>’)=1-1-cos(a—ﬁ)=cos(a—/3)

.
d-b=cosa-cosf +sina-sinp

Ebbdl adodik a bizonyitando allitas: cos(a — ) = cosa - cosff + sina - sin f3.

TETEL:
Tetsz6leges a és B szogekre teljesiil a kovetkezd: cos (¢ + ) = cosa - cosf —sina - sinf3.

Bizonyités:
cos (@ + B) = cos [a — (—B)] = cosa - cos(—pB) + sina - sin(—p) =

=cosa-cosf —sina-sinf

TETEL:
Tetsz6leges a és B szogekre teljesiil a kovetkezo: sin (@ — ) = sina - cos§ — sin 8- cos a.

Bizonyités:
sin (@ — B) = cos[90° — (a — B)] = cos[(90° — a) + B] =

= c0s(90° — a) - cos B — sin(90° — a) - sin B = sina - cos B — sin - cos a
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TETEL:
Tetsz6leges a és B szogekre teljesiil a kovetkezo: sin (e + ) = sina - cos + sin 8 - cos a.

Bizonyitas:
sin (@ + B) = sin[a — (—B)] = sina - cos(—pf) — sin(—p) - cosa =

=sina-cosf +sinf-cosa

[
TETEL:
TetszOleges a szogre teljesiilnek a kdvetkezdk:
e sin2a =2-sina-cosa
— 2 Fa2
e cos2a = cos“a — sin‘“a
Bizonyités:
Alkalmazzuk a két szog 0sszegére vonatkozo addicios tételeket.
sin2a =sin (¢ + a) =sina-cosa + sina-cosa = 2 -sina - cos a.
cos2a =cos (a + @) = cosa-cosa —sina-sina = cos?a — sin’a.
[

TETEL:
Tetsz6leges a €s f szogekre teljesiil a kovetkezo: tg (a + f) = tgatty B,

1-tgatgf’

Bizonyités:
Alkalmazzuk a szogfliggvényekre vonatkozo Osszefiiggéseket, illetve a két szog Osszegére
vonatkoz6 addicios tételeket.

sina-cosf |, sinf-cosa
sin (a+f) _ sina-cosf +sinff-cosa _ cosa-cosf ' cosa-cosf __

cos (a+B) cosa-cosf —sina-sing = £0Sa-cosp _sina:sinp
cosa-cosfp cosa-cospf

tg (a+p) =

sina | sinf
cosa  cosp __ tga+tgp

_sina_sinB - 1-tga-tgp
cosa cospf
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TETEL:
Tetszbleges a, B,y, § szogekre teljesiilnek a kovetkezdk:

e sin(a+p)—sin(a—p)=2-cosa-sinf

. . +8§ . y-6
. smy—sm6=2-cosVT-smVT

Bizonyités:
Alkalmazzuk a szogfiiggvényekre vonatkozd Osszefiiggéseket, illetve a két szog Osszegére
vonatkozo addicios tételeket.

sin (a + ) —sin (@ — ) =sina-cosB +sinf - cosa — (sina - cosf —sinf - cosa) =

=2-cosa-sinf

Legyeni:y =a+pf¢é 6 =a—p.

. . . " ” T +6
Ezeket 6sszeadva, rendezés utan a kovetkez6 adodik: a = VT

r 1 3 1 A . o s )
Az elsébdl kivonva a masodikat, rendezés utan a kdvetkez6 adodik: f = yT

Végiil helyettesitsiik a kapott kifejezéseket az el6z6 osszefliggésbe:

siny —sind =sin (a + ) —sin (a — ) = 2-cosa - sinf =2-cosy2ﬂ-sinﬂ.



