Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Bizonyvitasok

Bizonvitasi modszerek:

Direkt bizonyitas:

Ez a leggyakoribb bizonyitdsi mddszer. Ennek lényege a kovetkezd: Ismert definiciok,
tételek segitségével 1€pésrdl 1épésre torténd kovetkeztetések levonasa utan jutunk el a
bizonyitand¢ allitashoz.

Indirekt bizonyités:

Ennek lényege a kovetkezd: Egy Aallitds bizonyitasat ugy végezzik el, hogy elészor
feltételezzilk az éllitds tagadasat, majd ebbdl kiindulva, 1€pésrdl 1épésre torténd
kovetkeztetések levonasa utan egy ismert allitassal ellentmond¢ allitdshoz jutunk. Ezt az
ellentmondast csak tigy oldhatjuk fel, ha a kiindulasi feltételezésiink (a bizonyitandé allitas
tagaddsa) nem igaz. Ekkor azonban az eredeti allitas igaz.

Teljes indukcio:

Ennek lényege a kovetkezd: A természetes szamokkal kapcsolatos allitast eldszor
ellendrizziik néhany konkrét szamértékre, pl.: n = 1 —re, n = 2 - re. Ezutan megmutatjuk,
hogy ha valamely k természetes szamra igaz az allitds (a k 1étezését mar szamitassal
ellendriztiik), akkor a kdvetkezd k + 1 természetes szamra is igaz lesz. Ekkor a tulajdonsag
k —rol k + 1 — re 6roklodik, vagyis az allitds minden természetes szamra igaz lesz.

Skatulya — elv:

Ennek Iényege a kdvetkezd: Azt hasznéljuk fel, hogy ha van n darab sktulyéank, és ezekbe
n - nél tobb dolgot helyeziink el, akkor biztosan lesz legalabb egy olyan skatulya, amelybe
egynél tobb dolog keriil. Tovabba, ha az n skatulydba n - k — nal tobb dolgot helyeziink el,
akkor biztosan lesz legalabb egy olyan skatulya, amelybe k — nal tobb dolog kertil.
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TETEL: (Szinusz - tétel)
Barmely haromszdgben az oldalak és a veliikk szemkozti szogek szinuszainak aranya egyenlo.
Jeloléssel: a: b: ¢ = sina :sinf :siny.

Bizonyités:
Irjuk fel a haromszog teriiletképletét a kdvetkezd alakban:

a-b-siny _b-c-sina _ a-c-sinf

T, =
A 2 2 2

a-b-siny _ b-c-sina
= 5 .

Tekintsiik el0szor az elsd két képletet:

Atrendezéssel az egyenlet a kovetkezd alakra hozhato: % =2

siny’

- L4 - b-c-si “c-si
Tekintslik most a masodik és harmadik képletet: < zsm z=2F zsm £

Atrendezéssel az egyenlet a kovetkezd alakra hozhato: % = :iz ;

a'b-siny _a-c-sinf
= > .

Végiil tekintsiik az elsé és harmadik képletet:

sin 8

siny’

; . . . .. b
Atrendezéssel az egyenlet a kdvetkezd alakra hozhato: - =

Ezek alapjan adodik a bizonyitand6 allitas: a: b: ¢ = sina :sin 8 :siny.
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TETEL: (Koszinusz - tétel)

Barmely haromszdgben egy oldal hosszanak a négyzetét megkapjuk, ha a mésik két oldalhossz
négyzetének 0sszegébdl kivonjuk e két oldal hosszanak ¢és a kozbezart szo6g koszinuszanak a
kétszeres szorzatat. Jeloléssel:

c?=a?+b?>—2ab-cosy a’*=b%*+c?*—2bc-cosa b? = a* + ¢? — 2ac - cos f

Bizonyités:
Tekintsiik a hdromszdg oldalait a kdvetkez6 vektorokkal:

B

C b A
Ekkor felirhatjuk a kdvetkezét: ¢ = d@ — b.

Els6 1épésként tekintsiik mindkét oldal skalaris szorzatat 6nmagaval:
N N -2 > 5 -2
@*=(d-b) =@?*-2-a-b+(b) =
- - - —,2 -
= |d| - |d|-cos0°—2-|d| - |b|- cosy + |b| - |b| - cos 0° = |d|? + |b| —2-|dl|"|b| - cosy
Aza=ld|, b= |B |, ¢ = |¢] jeldlést hasznalva megkapjuk a bizonyitandé allitast:

c2=a?+b?>—2-a-b-cosy.

Az el6z6ekhez hasonldan (atjelolésekkel) a tétel tovabbi alakjait is megkaphatjuk.
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TETEL:

Béarmely haromszdgben a sulyvonal hossza megkaphat6 a harom oldal ismeretében:
v2b? + 2¢2 — a? v2a? 4+ 2c? — b2 v2a? + 2b% — c2

Sq = —2 Sb:—z SC:—Z .

Bizonyités:
Tekintsik a kovetkezo abrat:

A c B
frjuk fel a két kisebb haromszdgben a koszinusz - tételeket:
a 2 a
c? = s,° +(E) — 2545 COSY
2 2 a 2 a
b? =52+ (3) —2-54-5-cos(180 —)
Mivel cos (180 — @) = — cos ¢, igy ezt helyettesitsiik be a masodik egyenletbe:
a 2 a
c? = 5,2 +(5) — 25475 coSy
2 2 a 2 a
b® =s, +(5) +2-sa-5-cosy

Az egyenleteket egyenletrendszerként tekintve adjuk Ossze a két egyenletet:

b2+c2=2-sa2+2-(%)2.

Az egyenletet atrendezve adddik a bizonyitando allitas:

P 2b%2+2c2%-q? V2b2+2c2-a?
So! =——— &  Sg=—————

Az elézéekhez hasonldan a tétel tovabbi alakjait is megkaphatjuk.
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TETEL: (Szinusz - tétel geometriai alakja)

Béarmely haromszdgben az egyik oldal és a hozzatartoz6 szog szinuszdnak hanyadosa egyenld
a b c

a haromszog koré irt korének atméréjével. Jeloléssel: 2R = — = — = —.
sina sinf8 siny

Bizonyités:
A bizonyitast harom részre bontjuk az a sz6g nagysaga szerint.

Tekintsilik el0szor azt az esetet, amikor az a hegyesszdg, vagyis 0° < a < 90°.

A
B C
A derékszogli BCA A - ben felirhatjuk a kovetkezot: sina = %.

a

Az egyenlet atrendezésével adodik a bizonyitando6 allitas: 2R = g
Tekintslik most azt az esetet, amikor az a derékszog, vagyis a = 90°.

A

/<>

A derékszogli CAB A - ben felirhatjuk a kdvetkezdket: a = 2R és sina = sin90° = 1.

Ezek alapjan adodik a bizonyitando allités: 2R =a = = = —— = —
1 sin 90 sina
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Tekintsilik végiil azt az esetet, amikor az a tompaszog, vagyis 90° < a < 180°.

\&

A

Az ABCD négyszog hurnégyszog, igy a C csticsndl 1€vo szog nagysaga: y = 180° — a.

A derékszogli DBC A - ben felirhatjuk a kovetkezéket: sin (180° — a) = —

a
2R’

Mivel sin (180° — a) = sin a, igy addodik a bizonyitand6 allitas:

a

. a
sina = — — 2R = —.
2R sina

A haromszdg tovabbi oldalaira és szemben fekvd szogeire hasonléan lathato be az allitas.



