Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Szogfiiggvények Kiterjesztése

A tetszbleges nagysagu szogek szogfiiggvényeit koordinata — rendszerben egységhossziusagu
forgasvektor segitségével definidljuk.

DEFINICIO: (Vektor iranyszoge)
Egy vektor iranyszogén értjiik azt a 0° és 360° kozé es6 szoget, amellyel az T egységvektort el
kell forgatnunk az origd koriil pozitiv iranyba ahhoz, hogy az adott vektorral egyiranyu legyen.

y

e Haaz € egység hosszuisag helyvektor irdnyszoge 0° < a < 90°, akkor az elsd koordinataja
az iranyszogének koszinuszaval, a masodik az iranyszdgének szinuszaval egyenld.

Mivel az egységvektor hossza 1, ezért felirhatjuk a kovetkezdket:
. ey ’ €1

sina =—"=e, ¢ cosa =-—"=e.

Ezek alapjan felirhatjuk a kovetkezdket:

e€=e l+e, ]=(cosa) T+ (sina)-J, vagyis € (cos a;sina).
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Ezt alkalmazva terjessziik ki a 90° - nal nagyobb szogekre is a szogfiiggvényeket: Tetszdleges
0° és 360° kozé es6 szog koszinusza, illetve szinusza legyen egyenld annak az egységvektornak
az elso, illetve masodik koordinatajaval, amelynek irdnyszdge az adott szog.

e Ha az egységvektor a méasodik siknegyedbe esik, vagyis iranyszoge 90° < a < 180°:

Az egységvektort tiikkrozziik az y — tengelyre.

sin (180° - a)

180° - 0/1
-

.
cos (180° - a) i

Ezek alapjan felirhatjuk a kovetkezoket:

cosa = —cos (180° — a) sina = sin (180° — a)
Eldjelet tekintve:
cosa <0 sina >0
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e Ha az egységvektor a harmadik siknegyedbe esik, vagyis irdnyszoge 180° < a < 270°:

Az egységvektort tiikkrozziik az origora.

|
|
| sin (a - 180°)

cos (a-180°)

Ezek alapjan felirhatjuk a kovetkezdket:

cosa = —cos (a — 180°) sina = —sin (a — 180°)
Eldjelet tekintve:
cosa <0 sina <0
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e Ha az egységvektor a negyedik siknegyedbe esik, vagyis iranyszoge 270° < a < 360°:

Az egységvektort tikrozziik az x — tengelyre.

sin (360° - a)

360°-a
cos a

B

a

A

cos (360° - q)

sina

Ezek alapjan felirhatjuk a kovetkezdket:

cosa = cos (360° — a) sina = —sin (360° — a)
Elgjelet tekintve:
cosa >0 sina <0

Megjegyzés:

o AZ a szog tangense a koordinatasikon, annak a pontnak a masodik koordinataja, amelyet az

a szoggel elforgatott egységvektor egyenese az origo koriili egységsugaru kor
(1; 0) pontjahoz huzott érintobol kimetsz.

o Az a szog kotangense a koordindtasikon, annak a pontnak az elso koordinatdaja, amelyet az

a szoggel elforgatott egységvektor egyenese az origo koriili egységsugaru kor
(0; 1) pontjahoz huzott érintobol kimetsz.
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Hatarszogek szogfiiggvényei:

a=0° —  e(1,0) — cos0° = sin 0° =
o_0 _ o_1_
tg0°=-=0 ctg0°=-=0

a =90° - e0;1) — c0s90° =0 sin90° =1
tg90°=1=0¢ ctg0°=2=0

0 1

a = 180° — e(-10) — cos 180° = —1 sin180° =0
0 -1

tg 180° = = =0 ctg180°=—=9

a=270° —  e(0;-1) — cos270°=0 sin270° = -1

tg 270°=—==¢ ctg 270° == =0

a = 360° — €(1;0) — cos360° =1 sin360° =0

o_0_ o0 _
th—l—O cth—l—(Z)
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Forgas szogek szogfiiggvényei:
A 360° - nal nagyobb szogek szogfiiggvényeit ugy kaphatjuk meg, hogy elosztjuk a szoget
360° - kal és a maradék szognek hatdrozzuk meg a szogfliggvény értékét.

Ha a > 360°, akkor létezik olyan k pozitiv egész szam, hogy a = k-360°+ 8, ahol
0° < B < 360°.

A szinusz ¢és koszinusz fliggvény 360° szerint periodikus (ismétl6do):

sina = sin (k*360°+ ) =sinf cosa = cos (k-360°+ B) = cospf

A tangens ¢és kotangens fiiggvény 180° szerint periodikus (ismétl6do):

tga =tg (k-180°+ B) =tgf ctga =ctg (k-180°+ B) = ctgf

Negativ szogek szogfiiggvényei:

sin a

sin (-a)

Ezek alapjan felirhatjuk a kovetkezoket:

sin (—a) = —sina cos (—a) = cosa
_sin(-a) _ N _¢os(-a)
tg (—a) = pr et tg a ctg (—a) = ek ctg a
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Szogfiiggvény érték keresése:

Ez azt jelenti, hogy megadunk egy szoget és ehhez meghatarozzuk a szogfliggvény értékeket,
vagyis adott a és meghatarozzuk sin @ —t, cos @ —t, tg a —t, vagy ctg a —t. Ez a hozzarendelés
egyértelmil, mivel egy sz6ghdz pontosan egy szam tartozik.

A meghatarozas 1épései a kdvetkezok:
e Amennyiben negativ szogrol van szo, akkor attériink pozitiv szogre.
e Amennyiben forgasszogrdl van szo, akkor attériink 0° és 360° kozé.

e Az igy kapott szogrdl eldontjiik, hogy melyik negyedbe esik, s igy milyen eldjelii lesz a
keresett érték.

o Végiil megkeressiikk a szdg elsd negyedbeli parjat, s annak meghatarozzuk (tadblazat
segitségével) a szogfliggvény értékét.

Szogérték visszakeresése:

Ez azt jelenti, hogy megadunk egy szogfliggvény értéket és ehhez meghatarozzuk a szogértéket.
Minden szdgfiiggvény értékhez végtelen sok szogérték tartozik, s ezek koziil a 0° és 360° kozé
eso két értekét nevezziik féértéknek.

A meghatarozas Iépései a kovetkezok:

e Az eldjel alapjan eldontjiik, hogy melyik siknegyedben van a szog foértéke.
e Meghatarozzuk a tablazati értéket (hegyesszdg, hatarszog).

e Felirjuk az 0sszes szogérteket.

Megjegyzés:

A megoldasok soran fel kell tiintetniink a periodust, illetve tigyelniink kell arra is, hogy mindent
fokban, vagy radianban adjunk meg, vagyis vegyesen nem hasznalhatjuk azokat.

Szinusz Koszinusz Tangens Kotangens

O @D




Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Szogfliggvény érték keresése Szogérték visszakeresése

Eléjelek a siknegyedekben

Szinusz Koszinusz

Tangens Kotangens
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Nevezetes szogek (és hatarszogek) szogfiigovényei:

0° 30° 45 60° 90° 180° 270° 360°
sina 0 1 E ﬁ 1 0 -1 0
2 2 2
1
cosa 1 ﬁ E — 0 -1 0 1
2 2 2
tg a 0 g V3 - 0 - 0
ctg a — V3 ? 0 - 0 -
Osszefiigoések szogfiigovények kozott:
sin (90° + a) = cos a cos (90°+ a) = —sina

tg(90°+ @) = —ctga

sin (180° — a) = sina

tg (180°—a) = —tg

sin (180° + a) = —sina

tg (180°+ a) = tga

sin (360° —a) = —sina

tg (360°—a) =—tga

sina = sin (a + k- 360°)

tga =tg (a + k- 180°)

sina = cos (90° — a)

tg a = ctg (90° — a)

¢ a_sina ct a_cosa
ga= cosa ga= sina
sin (—a) = —sina  cos (—a) = cosa

tg a

tg (—a) =—-tga

9

ctg(90°+ ) = —tga

cos (180°—a) = —cosa

ctg (180° —a) = —ctg a

cos (180°+ a) = —cosa

ctg (180° + a) = ctga

cos (360°—a) = cosa

ctg (360°—a) = —ctga

cosa = cos (a + k- 360°)

ctga =ctg (a + k-180°)

cos a = sin (90° — a)

ctga =tg (90° — )

1 1
=— ctga = —
ga tg a

ctg (—a) = —ctg a
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Gyvakorlo feladatok

K: kozépszintii feladat E: emelt szintii feladat

1. (K) Szamitsd ki szamolégép hasznalata nélkiil a kovetkezo kifejezések pontos értékét!

sin 135° cos 210° tg 330° ctg 150° sin(—90°)

cos(—240°) tg (—270°) ctg (—180°) sin3195° sin (—1440°)

cos 4905° cos (—2820°) tg 3540° tg (—1980°) ctg 4530°

sin (—-317m) sin (1()3&) cos (—11111:) tg (— %) ctg (—2,3°)

2. (K) Szamitsd ki szamologép hasznalata nélkiil a kovetkezo kifejezések pontos értékét!
a) cos 0° + 3 -sin90° — 4 - cos 180°
b) 2-sin270°— 3 -c0s90° + 5 - sin 0°
) sin360°- cos 270° + sin 180° - cos 360°
d) sin135°- cos 225° - sin 300° - cos 120°
e) sin 150° — cos(—120°) + ctg 315° + tg (—135°)
f) cos 165° + sin 75°

g) ctg 144° + tg 54°
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3. (E) Szamitsd ki szamologép hasznalata nélkiil a kovetkezo kifejezések pontos értékét!

) sin 135°
cos 135°

— cos?30°-tg? 30°

b) (1 + ctg 135°) - (1 + ctg 134°)

2003m\3
0 (2tg 277)
12k+1\\ 2
d) (W) kel
tg?

e) tg” 3°+ ctg’ 23° +tg’ 177° + ctg’ 157°

I tsin232
14 7

2T 2 3m
cos 14+COS 7

sin?®

4. (E) Egyszeriisitsd a kovetkezo kifejezéseket!
. 3 . 3m
a) sin(mw+ a) - cos (E + a) —cos(2m + a) - sin (7 — a)
b) sin(m — a) - cos (a — g) — sin (a + g) - cos(m— a)

¢) cos*(m+ a) + cos? (g + a)

cos(—a) - cos(180°+a)
sin(—a) - sin(90°+a)

d)

e) sin(m+a) - cos2n—a)
tg(r—a) - cos(a—)

f) sin(r+a) - sin(a+2m)
tg(m+a) - cos(1,5m+a)

5. (E) Hatarozd meg az a tobbi szogfiiggvényét, ha ismert a kovetkezo: sina = — g!
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