Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Hegyesszogek szogfiiggvényeli

Az a hegyesszoggel rendelkez6 derékszoglh haromszogek egymashoz hasonloak, mert szogeik
megegyeznek. Igy oldalhosszaik aranya mindig allando. Az a szogtdl fiiggd aranyokra vezetjiik
be a szogfliggvényeket: értelmezési tartomanya a hegyesszogek, érték készlete a pozitiv valos
szamok, vagyis minden hegyesszoghoz hozzarendeliink egy pozitiv valos szamot.

B

DEFINICIO: (Hegyesszog szinusza)
Derékszogli haromszogben a hegyesszoggel szemkozti befogd és az atfogd hosszanak aranyat
a hegyesszog szinuszanak nevezziik.

szoggel szemkozti befogo
atfogo

w17 . 4 , . a
Jeldlés: sina = Abran: sina = p

DEFINICIO: (Hegyesszog koszinusza)
Derékszogli haromszdgben a hegyesszog melletti befogd és az atfogd hosszanak aranyat a
hegyesszog koszinuszanak nevezziik.

szoggel melletti befogd
atfogo

1 s o, b
Jelolés: cosa = Abran: cosa = p

DEFINICIO: (Hegyesszog tangense)
Derékszogli haromszogben a hegyesszoggel szemkozti befogo €s a hegyesszog melletti befogo
hosszéanak aranyat a hegyesszog tangensének nevezziik.

szoggel szemkozti befogo

Jelolés: tga = Abran: tga = %.

sz0g melletti befogo

DEFINICIO: (Hegyesszog kotangense)
Derékszogii haromszogben a hegyesszog melletti befogo és a hegyesszoggel szemkozti befogd
hosszanak aranyat a hegyesszog kotangensének nevezziik.

szoggel melletti befogd

o b
Abran: ctga = -

Jelolés: ctga = -

szoggel szemkozti befogé’

Megjegyzés:

Az atfogo és az a hegyesszog melletti befogo hosszanak aranyat szekansnak (sec ), az atfogo
eés az a hegyesszoggel szemkozti befogo hosszanak aranyat koszekansnak (cosec a) nevezziik.
Ezeket azonban a gyakorlatban nem alkalmazzuk.
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Nevezetes szogek szogfiigovénvei:

e 45°:

frjuk fel a Pitagorasz — tételt: 12 + 12 = ¢2. Ebbdl azt kapjuk, hogy ¢ = /2.

Ezek alapjan a szogfiiggvények értékei a kdvetkezok:

sin 45° = cos 45° =

~ S

tg45°=ctg45°=%=1

Sl

30° és 60°:

frjuk fel a Pitagorasz — tételt: 12 + b? = 22. Ebbé] azt kapjuk, hogy b = /3.

Ezek alapjan a szogfliggvények értékei a kdvetkezok:

sin30°=cos60°=% sin60°:cos30°:‘/2_§
o o_i_ﬁ o _ o_ﬁ_
tg 30° = ctg 60 =5=3 tg 60 —ctg30—1—\/§
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Megjegyzés:
Tablazatba foglalva a kapott értékek:

30° 45° 60°
1
sin - E ﬁ
2 2 2
cos E E Y
2 2 2
tg ? 1 V3
ctg V3 1 ?

Osszefiiggések szogfiiggvények kozott:

(1) Potszogek szogfiiggvényei:

TETEL:
Hegyesszog szinusza megegyezi potszogének koszinuszaval (¢€s forditva).
Jeloléssel: sina = cos (90° — a) és cos @ = sin (90° — ).

TETEL:
Hegyesszog tangense megegyezik potszogének kotangensével (és forditva).
Jeloléssel: tga = ctg (90° — @) és ctga = tg (90° — a).

(2) Trigonometrikus Pitagorasz — tétel:

TETEL:

Adott a hegyesszog szinuszanak és koszinuszanak négyzetdsszege 1 — gyel egyenld.
Jeloléssel: sin®a + cos?a = 1.

Megjegyzés:

e Mivel a négyzetszamok mindig pozitivak, ezért a tételbél adédik, hogy 0 < sina <1 és
0 < cos?a < 1. Ezek alapjan pedig —1 < sina <1és—1<cosa < 1.

o Atg aés ctg a barmilyen értéket felvehet, mert két —1 és 1 kézé esé szam hanyadosa.
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(3) Osszefiiggés a négy szogfiiggvény kozott:

TETEL:

. . p sina , cosa
Barmely a hegyesszog esetén: tg a = —odsctga=

sina’

TETEL:
Barmely hegyesszog tangense és kotangense egymas reciproka.

1 1, 1
Jeloléssel: tga = ——ésctg a = —.
ctga tg a

Az osszefiiggések alkalmazasai:

e Adott szogfliggvényekbdl az 6sszes tobbi meghatarozasa (tablazat nélkiil).
e Trigonometrikus egyenldségek igazolasa, kifejezések egyszerlibb alakra hozésa.

e Trigonometrikus egyenletek megoldasa.

Trigonometrikus egyenléségek isazolasanak médszerei:

e Az egyik oldalt addig alakitjuk, mig a masikkal egyenld lesz.
e Kiilon — kiilon alakitjuk a két oldalt, amig ugyanazzal lesznek egyenlok.

e Megmutatjuk, hogy a két oldalon szerepld kifejezések kiilonbsége 0, vagy hanyadosuk 1.

Megjegyzés:

o A feladatmegoldds soradn, ha kiirjuk a szogfiiggvény értékeit, akkor legalabb 4 tizedesjegyre
kerekitsiink. Pl.: tg 25° =~ 0,4663.

e A szamologéppel ctg a — t ugy szamolhatunk, hogy helyette az tg% értéket keressiik meg.

e Trigonometrikus kifejezés hatvanydt a kévetkezbképpen jeloljiik: (sin a)? vagy sin’a.

o A vizszintestdl felfelé tortéeno elhajlast emelkedési szognek, a vizszintestol lefelé tortéeno
elhajlast pedig depresszioszognek nevezziik.

TETEL:

Ha egy haromszdg két oldalanak hossza a és b, az altaluk kdzrefogott szog pedig a y, akkor a
haromszog teriilete: T = absmy
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Gyvakorlo feladatok

K: kozépszintii feladat

1. (K) Szerkeszd meg az a hegyesszoget, ha ismert a kévetkezo: sin a = ;!

2. (K) Szerkeszd meg az a hegyesszoget, ha ismert a kiovetkezo: ctg a = 1!

E: emelt szinti feladat

3. (K) Toltsd ki szamologép segitségével a kovetkezo tablazatot!

a hegyesszog sina cosa tga ctg a
46°
32°18’
0,2458
0,7531
2,6692
1,2345

4. (K) Hatarozd meg az a hegyesszog tobbi szogfiiggvényét, az a kiszamitasa nélkiil!

. 1

a) sina = -
7

b) cosazg

5
C) tga =~

d) ctg a = 2
7
5. (K) Szamitsd ki az a hegyesszog nagysagat!

a) sin (a — 11°) = cos (a —7°)

b) tg (¢ — 36°) = ctg (a + 28°)!




Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

6. (K) Szamitsd ki szamologép hasznalata nélkiil a kovetkezo kifejezések pontos értékét!
a) sin 30° + cos 60°
Tl' T
b) 2-cosg-tg 3
) V2 -sin45°—7- ctg %

) tg 45° - sin 60°
ctg 30°

2T _ g2 2m
e) cos s "t ;T ctgT

7. (K) Szamitsd ki szamologép hasznalata nélkiil a kovetkezo kifejezések pontos értékét!
a) sin40°-tg 50°- sin 50° + cos? 50°
b) (1 —cos15°) (1 + sin75°) + cos 75°- cos 15°- ctg 15°
¢) sin?17°+ sin?73° + sin?53° + sin?37°
d) cos?20°-tg?20°+ ctg 50°- tg 50° + sin? 70°

1

e) (1-cos10°)- (1 +5in80°) +

8. (K) Egyszeriisitsd a kovetkezo kifejezéseket!

. tg a
sina -cosa -ctga (1—cosa)-(1+ cosa) ng
1 2 2 sina -1
ctgca- (cos“a—1
1+tgla 9 ( ) 1 - cosa
sin?a — cos?a cos3a - sinda sin*a — cos*a
sina + cos a 1+sina-cosa sin2a — cos?a
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2-sina-cosa+1

sina + cosa

1+tga+ tgza
1+ctg a+ ctg?a

tgza—l
tgla+1

+ cos’x

(E) Egyszeriisitsd a kovetkezo kifejezéseket!

2

cos“a tgza -1

sina —cosa sina + cosa

1

sin2a

1+tga)’+(1-tg a)?

2

cos“a — ctgza

tg2a — sina

1 1
1+cosa 1—-cosa
)
sin“a -1
——+tga-ctga
cosla -1 9 9

10. (E) Ird egyszeriibb alakba a kovetkezé kifejezéseket, ha a hegyesszog!

sina tga
V1 -—sin?a V1+tgla

sina 1-cosa

1-cosa 1+ cosa

cosa-+/1+tg?a

11. (E) Igazold kiilonb6z6 modszerekkel a kovetkezo egyenldségeket!

1+ ctg’a =

sin2a

sina+tga 4
—gzl—l—sma-ctga
tga

12. (E) Bizonyitsd be, hogy a kivetkezé kifejezések értéke 1!

2 — sin*a — cos*a

cos*a — sin*a + 2 - sina

1+sina 1-sina

cosa cosa
2
tga ctga—1
1-tg?a ctga

2

cos“a tg’a

1+cosa 1-cosa

2

1+ sina cosa
cosa 1-sina
1 1
1+tg?a 1+ ctg?a

2

sin®a — cos?a + 1

(sina + cos a)? —
tga+ctga

sind3a + cos3a .
+sina-cosa

sina + cosa

sin2a

in2
sin“a
+cosa

1+cosa

sin*a + cos*a + 2 - sin*a - cos*a



13.

14.

15.
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(E) Bizonyitsd be a kivetkezé egyenloségeket!

(tga+ ctga)®> — (tg a — ctg a)? = 4 1+tgla=

cosa

. . 1
sin®a + cos®a + 3 - sin*a - cos*a =1 1-——=-tg’a

sin?a — cos?a + 1 _

2 - (sina + cos®a) — 3 - (sin*a + cos*a) = —1 — =2
. . cosa 1-sina
(sina + cos a)? + (sina — cos a)? = 2 — =
1+sina cosa
tga . ctgza -3 _

(1+sina+cosa)> =2 -(1+sina)-(1+ cosa)

1-3-tg2a ctga

2q = cos’a

(tga+\/§-ctga)2—(tga—\/g-ctga)z=4\/§ —tg?a — sin

cos?a

Veos*a + 4 - sina + Vsinta + 4 - cos?a = 3

(E) Milyen a hegyesszogre teljesiil a kovetkezo egyenlet?

atga+ctga=2

1 1 _ .

, 2 2 2 2
b) sin® a + cos®a +tg°a +ctg*a + ——+—-=

(K) Jelolje a és b egy derékszogii haromszog befogoit, ¢ pedig az atfogot. Az a oldallal
szemben a, a b oldalla szemben B szog van. Add meg a tablazat hianyzé adatait! Az
oldalak hosszat a megadott adatokkal szamold Kki!

a b c a B
23 cm 47 cm
15cm 38cm
8m 29°
33dm 73° 54’
16 mm = (radiin)

16.

17.

(K) Egy derékszogii haromszogben b = 4,1 cm és a = 41° 14’
kovetkezéket: B; K; T; 1; R!

. Hatarozd meg a

(K) Egy haromszog két oldala a = 8,4 cm és b = 9,7 cm hossszu. Az altaluk bezart
szog nagysaga y = 106° 42'. Mekkora a haromszog teriilete?
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.
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(K) Egy haromszog teriilete 17,2 cm?, két oldalanak hossza pedig 6 cm és 8 cm.
Szamitsd ki a két adott oldal altal kozbezart szog nagysagat! Hiny megoldasa van a
feladatnak?

(K) Egy haromszogben a =4,8cm,b =6,4cm és a kozrezart szog y = 48°.
Mekkora az a oldalhoz tartozo m, magassag?

(K) Egy haromszog egyik oldala 12 cm hosszusagu, a rajta 1évo szogek nagysaga 54°
és 61°. Mekkora a haromszog teriilete?

(K) Egy derékszogii ABC A egyik hegyesszoge a = 50°, a szoggel szemkozti befogoja
a = 8 cm. Az A csucsbol kiindulo silyvonal a P pontban, a szégfelezé a Q pontban
metszi az a befogot. Hany fokos szoget zar be az f, szogfelez6 és az s, sulyvonal?

(K) Egy rombusz atloi 8,6 cm, illetve 12,4 cm hossziuak. Mekkorak a szogei és az
oldala?

(K) Egy paralelogramma két oldala 8 cm és 10 cm hossziasagu, az altaluk bezart szog
47°. Mekkora a paralelogramma teriilete?

(K) Egy trapéz egyik alapja a = 8 cm, az alapon fekvé két szoge a = 72°, B = 48°,
magassaga m = 3 cm. Mekkora a trapéz keriilete, illetve teriilete?

(K) Egy trapéz parhuzamos oldalai 5 cm és 11 cm hosszusaguak. A 11 cm — es
oldalon 1évé szogek 43° és 57° nagysagiiak. Mekkora a trapéz teriilete?

(K) Egy deltoid szimmetriaatloja 6,3 cm hosszi, amelyet a 4 cm hossziisagi masik
atlo 16 : 5 aranyban oszt két részre. Mekkora a deltoid keriilete és teriilete?
Mekkorak a deltoid szogei?

(K) Egy 10 cm sugaru korhoz egy pontbol 24 cm hosszisagu érintok huzhaték.
Mekkora az érintési pontokat 6sszekotoé hur hossza? Mekkora az érintok hajlasszoge?
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.
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(K) Mekkora kozépponti szog tartozik az 5 cm sugaru korben a 4 cm hosszu hiarhoz?

(K) Egy korben a kozépponttél 6 cm tavolsagra fekvo hirhoz 112° kozépponti szog
tartozik. Mekkora a kor sugara, a hiar hossza és a hur altal a korbol kimetszett
kisebbik korszelet teriilete?

(K) Egy 8 m sugari kor 7 m hossziasagi ivéhez mekkora hur tartozik?

(K) Egy 15 cm sugaru kort mekkora teriiletii részekre osztja a 10 cm hosszi hurja?

(K) Mekkora a kor két parhuzamos hurja altal hatarolt teriilet, ha a kor sugara 48 m,
a hurok pedig 12 m, illetve 25 m tavolsagra vannak a kor kozéppontjatol?

(K) Egy 10 cm sugaru korbe szabalyos tizszoget rajzolunk. Mekkora a tizszog
keriilete?

(K) Mennyi a szabalyos nyolcszog teriilete, ha az oldala a = 12 cm?

(K) Egy szabalyos 6tszog teriilete 540 cm?. Mekkora a beirt és a koré irt kor teriilete?

(K) Egy 3,5 m hosszu létrat 2, 8 m magas falhoz tamasztunk. Hany fokos szoget zar
be a létra a (vizszintes) talajjal? Milyen tavolsagra van a létra alja a faltol?

(K) Egy viztarozoban egy bojat sodronnyal rogzitettek a fenékhez ugy, hogy a
sodrony fiiggolegesen fesziilt ki. Néhany nap mulva 1 m —rel csokkent a vizmagassag
a tarozoban, ezért a sodrony 20° - os szoggel elhajlott a fiiggoleges iranytol. Milyen
hosszu volt a sodrony?

10



38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45,
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(K) Két, egymastol 7, 2 m tavolsagra 1évo oszlopra 7, 8 m hosszu sodronyt kotnek fel,
a foldtol 10 m magassagban. A sodrony kozepére nehéz targyat akasztanak.
Mekkora tavolsagra van a foldtol a targy akasztoja? Mekkora szoget zar be a targy
felett a sodrony két fele?

(K) Egy épiilettél 32 m tavolsagra az épiilet egyik ablakdnak felsé széle 16° 32', mig
az also széle 14° 2’ emelkedési szog alatt latszik. Milyen magas az ablak?

(K) Egy 8 m széles 1t egyik oldalan egy ablakbol a szemben levé hazfal aljat 39°
lehajlasi (depresszid) szoggel, tetejét 22° emelkedési szoggel latjuk. Milyen magas az
a hazfal?

(K) Egy lejtos ut végén 1évé templomtorony magassagat kell meghatarozni. Az titon
a torony aljatol felfelé mériink egy 60 m hosszusagu szakaszt. A szakasz végpontjabol
a torony csucsa 4° 28’ emelkedési szogbne latszik, mig az alja 22° 15’ lehajlasi szog
alatt latszik. Milyen magas a templomtorony?

(K) Egy 100 m hossza, 15° 30’ hajlasszogben emelkedd ut kezdetérdl a végén 1évé
kilaté 12° 45’ nagysagu szog alatt latszik. Milyen magas a kilat6?

(K) Milyen magas az a torony, amely a torony aljatél 50 m tavolsagra 1, 5 m magasan
elhelyezett miiszer segitségével 23, 5° - os szoggel lathat6?

(K) Egy 3,77 m magas szobor szamara olyan alapzatot kell késziteni, hogy a 14 m
tavolsagban levo szemlél6, kinek szeme 1,57 m magassagban van a fold folott, a
szobor legmagasabb pontjat 38° - 0s szog alatt lassa. Milyen magasnak kell az
alapzatnak lennie?

(K) Egy ut egyik oldalan egy ablakboél, az ut szintjétél 7, 6 m magassagbdl egy
szemben lévé hazfal aljat 30° lehajlasi szoggel, tetejét 25° emelkedési szoggel latjuk.
Milyen magas a hazfal?
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46.

47.

48.

49,

50.

51.
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(K) Egy folyam partjatél 45 m tavolsagban van egy 20 m magas torony. Milyen
széles a folyam, ha azt (a szélességet), a toronyba folmenve, 18 m magasbol 12° alatt
latjuk?

(E) Valaki a folyé partjan allva, a tilsé parton levé fat 60° alatt Itaja, ha pedig 40
labbal tovabb megy, a fat 30° alatt latja. Milyen széles a folyo és milyen magas a fa?

(E) Egy hegy csucsardl egy folyé két atellenes pontjat 25° 1', illetve 37° 22’ lehajlasi
szog alatt latjuk. A folyo szélessége 350 m. Milyen magasan van a hegycsucs a folyo
felett, ha a két atellenes pontot 6sszekotd egyenes atmegy a hegycsics sikra valé
meroéleges vetiileti talppontjan?

(E) Kozvetleniil egy folyo partjan all egy épiilet, amelynek két, egymas felett levo
ablaka 9 m — re van egymastél. Milyen széles a folyé, ha az egyik ablakbol 14° 25’
lehajlasi szog, mig a masik ablakbol 8° 12’ lehajlasi szog alatt latjuk a folyé talsé
partjat?

(E) Egy 670 m magas hegyrol egy felh6 60° - os emelkedési szog alatt latszik. A hegy
tovében 1évo toban a felhd tiikkorképe 70° - os lehajlasi szog alatt Itaszik. Milyen
magasan van a felh6 a hegycsucs felett?

(E) Egy hegy C csucsat a hegy labanal levé A pontbdl a vizszinteshez képest 60° - 0S
szog alatt latjuk. Ha az A pontbol a vizszintessel 30° - os szoget bezard egyenes uton
1 km - t megyiink, akkor olyan B pontba jutunk, amelyre CBA « = 135°. Milyen
magas a hegy?

12
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