Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Bizonyvitasok

Bizonvitasi modszerek:

Direkt bizonyitas:

Ez a leggyakoribb bizonyitdsi mddszer. Ennek lényege a kovetkezd: Ismert definiciok,
tételek segitségével 1€pésrdl 1épésre torténd kovetkeztetések levonasa utan jutunk el a
bizonyitand¢ allitashoz.

Indirekt bizonyités:

Ennek lényege a kovetkezd: Egy Aallitds bizonyitasat ugy végezzik el, hogy elészor
feltételezzilk az éllitds tagadasat, majd ebbdl kiindulva, 1€pésrdl 1épésre torténd
kovetkeztetések levonasa utan egy ismert allitassal ellentmond¢ allitdshoz jutunk. Ezt az
ellentmondast csak tigy oldhatjuk fel, ha a kiindulasi feltételezésiink (a bizonyitandé allitas
tagaddsa) nem igaz. Ekkor azonban az eredeti allitas igaz.

Teljes indukcio:

Ennek lényege a kovetkezd: A természetes szamokkal kapcsolatos allitast eldszor
ellendrizziik néhany konkrét szamértékre, pl.: n = 1 —re, n = 2 - re. Ezutan megmutatjuk,
hogy ha valamely k természetes szamra igaz az allitds (a k 1étezését mar szamitassal
ellendriztiik), akkor a kdvetkezd k + 1 természetes szamra is igaz lesz. Ekkor a tulajdonsag
k —rol k + 1 — re 6roklodik, vagyis az allitds minden természetes szamra igaz lesz.

Skatulya — elv:

Ennek Iényege a kdvetkezd: Azt hasznéljuk fel, hogy ha van n darab sktulyéank, és ezekbe
n - nél tobb dolgot helyeziink el, akkor biztosan lesz legalabb egy olyan skatulya, amelybe
egynél tobb dolog keriil. Tovabba, ha az n skatulydba n - k — nal tobb dolgot helyeziink el,
akkor biztosan lesz legalabb egy olyan skatulya, amelybe k — nal tobb dolog kertil.
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TETEL: (Pétszogek szogfiiggvényei)
Hegyesszog szinusza megegyezi potszogének koszinuszéaval (és forditva).

Hegyesszog tangense megegyezik potszogének kotangensével (és forditva).

Bizonyitas:
Tekintsiik a kdvetkezd abrat:

A szogfliggvények definicigjabdl felirhatjuk a kovetkezd osszefliggéseket:
% =sina = cos f

a

S =tga=ctyg B
Mivel a + B = 90°, igy ebbdl a kovetkez6t kapjuk: f = 90° — a.

Ezek alapjan adodnak az allitasok:
sina = cos (90° — )

cosa = sin (90° — a)

tga = ctg (90° — a)

ctga =tg (90° — a)
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TETEL: (Trigonometrikus Pitagorasz — tétel)
Adott a hegyesszog szinuszanak és koszinuszanak négyzetosszege 1 — gyel egyenld.

Bizonyités:
Tekintsik a kovetkezo abrat:

frjuk fel a derékszogii ABC A - re a Pitagorasz — tételt és rendezziik a kovetkezoképpen:
a? + b? = c?
a?  b?

T+==1

c? c?

A szogfiiggvények definiciojabol felirhatjuk a kovetkezd dsszefiiggéseket:

. a, b
SiIna@ =—-—¢Scosa = —.
c c

Ezek alapjan adodik az allitas:

sin®a + cos?a = 1.
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TETEL: (Osszefiiggés a szogfiiggvények kozott)

cosa

, .. ‘. __sina , _
Béarmely a hegyesszog esetén: tg a = g Ssctga=——.

Barmely hegyesszog tangense és kotangense egymas reciproka.

Bizonyitas:
Tekintsiik a kdvetkezd abrat:

A szogfliggvények definicigjabdl felirhatjuk a kovetkezd osszefliggéseket:

a
a = sina
tga =—= L =
g b b cosa
c
b b
- cosa
ctga =—-=4%=—
a - sina

Ezek alapjan adodnak a tovabbi allitasok is:

tga:ctga
1
ctga—tg—a
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TETEL:

Ha egy haromszog két oldalanak hossza a és b, az altaluk kozrefogott szog pedig a y, akkor a
haromszog teriilete: T = w
Bizonyitas:

Elészor tegytik fel, hogy y < 90°.

Tekintsiik a kdvetkezd abrat:

Mivel siny = %, igy ebbdl a kovetkezot kapjuk: m, = b - siny.

a a-b-siny

Ezek alapjan adodik az allitas: T = - Zm = 3

Most tegyiik fel, hogy y > 90°.

Tekintstk a kovetkezo abrat:

Mivel sin (180° —y) = %, igy ebbdl a kovetkezot kapjuk: m, = b - sin (180° —y).

s ; qs 1174 s a-m a-b-sin(180°— a-b-sin
Ezek alapjan adodik az allitas: T = > 2= 2( B > Y
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Végil tegyiik fel, hogy y = 90°.

Tekintsiik a kdvetkezd abrat:

Ekkor a kovetkez6é adodik: m, = b és sin90° = 1.

Ezek alapjan adodik az allitas:

T_a-ma_a-b-l_a-b-siny
2 T 2 7 2

A tobbi teriiletképlet az el6z6h6z hasonldan 1athato be.



