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Egymasba irt testek, forgatassal nyert testek

Forgatassal nyert testek: (néhany eset a teljesség igénye nélkiil)

1) Haromszog:

e Deré¢kszogli haromszog az atfogodja kortl — 2 kup Osszege
e Derékszogl haromszog egy befogoja kortil —  2kup
e Hegyesszogli haromszog egy oldala koriil — 2 kup Osszege

e Tompaszdgii haromszdg leghosszabb oldala koriil  — 2 kup Osszege
e Tompaszdgii haromszdg két kisebb oldala kortil — 2 kup kiilonbsége

e Egyenldszara haromszog szimmetriatengelye koriil — 1 kuap

2) Négyzet:
e cgy oldala koriil — 1 henger
e egy oldalfelez6 merdlegese koriil — 1 henger
e cgy atldja koriil — 2 kup Osszege

3) Téglalap:

e cgy oldala koriil — 1 henger
e egy oldalfelez6 merdlegese koriil — 1 henger
4) Rombusz:
e egy atlgja kortil — 2 kap Osszege
e cgy oldala kortil — | henger (atdaraboléssal)

5) Paralelogramma:

e cgy oldala kortil — | henger (atdaraboléssal)



Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

6) Trapéz:
e szimmetriatengelye kortil
e hosszabb alap koriil

e rdvidebb alap koriil

7) Derékszogi trapéz:
e hosszabb alap koriil
e rovidebb alap kortiil

e rgvidebb szara koriil

8) Deltoid:
e szimmetriatengelye koriil (konvex eset)

e szimmetriatengelye koriil (konkav eset)

9) Kor:

e atmérdje koriil

Megjegyzés:

1 csonka kup
1 henger és 2 klip Osszege

1 henger ¢és 2 kup kiilonbsége

1 henger és 1 kiip Osszege
1 henger és 1 kap kiilonbsége

1 csonka kup

2 klp Osszege

2 kap kiilonbsége

1 gomb

A forgatas utan ,,0sszeragasztott” testek esetén felszin szamitasanal tigyelni kell arra, hogy a

fedett részeket (korlapok teriileteit) ne szamitsuk bele.

DEFINICIO: (Be irt gomb)

Az olyan gombot, amely egy test minden lapjat €rinti, a test beirt gdbmbjének nevezziik.

DEFINICIO: (Koré irt gomb)

Az olyan gombot, amely atmegy egy test minden csucsan, a test koré irt gombjének nevezziik.

Megjegyzés:

e Minden szabdlyos testnek van koré irt és beirt gombje.

o Minden téglatestnek van kéré irt gombje.

o Ha létezik a testnek beirt gombje, akkor a sugarara teljesiil a kovetkezo: r =

3 Vtest

test
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DEFINICIO: (Szabalyos testek)
Az olyan poliédereket, amelyek lapjai egybevagd szabalyos sokszogek, tovabba lapszogeik,
illetve ¢lszogeik egyenld nagysaguak, szabalyos poliédereknek nevezziik.

Megjegyzés:
Osszesen 5 szabadlyos poliéder létezik, s ezek a kovetkezdk:

Tetraéder: Hexaéder:

Oktaéder: l

Dodekaéder:

Ikozaéder:

Szabalyos testek dualisa:

A szabalyos test szomszédos lapjai kdozéppontjait kossiik Ossze, igy egy olyan szabalyos testet
kapunk, amelyet annyi szabdlyos sokszdg hatarol, ahdny csucsa van az eredeti szabalyos
testnek, vagyis a lapok és csucsok felcserélddnek. Az igy kapott testet a szabalyos test
dualisanak nevezziik.

Megjegyzés:

o A tetraéder lapkozéppontjai egy tetraédert hataroznak meg.

A kocka lapkézéppontjai egy szabalyos oktaédert hataroznak meg.

A dodekaéder lapkozéppontjai egy ikozaédert hataroznak meg.

Az oktaéder lapkozéppontjai egy kockat hataroznak meg.

Az ikozaéder lapkozéppontjai egy dodekaédert hataroznak meg.
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Szabalyos testek testhaloi:

Tetraéder: da

Hexaéder:

Dodekaéder:

Oktaéder:

\VAVAVAVAVA
Ikozaéder:
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Schlegel — diagram:

Egy poliéderbdl eljuthatunk egy sikbeli dbrahoz (grathoz), ha a testet (a csucsokat és az ¢leket
megtartva) az egyik lapjara allitva ,,belenyomjuk” a sikba. Ezeket az &brakat a testek

Schlegel — diagramjanak nevezziik.

Tetraéder:

Hexaéder:

Dodekaéder: S E Oktaéder:

Tkozaéder:

X
\4

A poliéder élei és cstcsai olyan szabalyos sikgrafot alkotnak, amelyben minden cstics fokszama

egyenld ¢és minden tartomanyt ugyanannyi €l hatarol.

Szabalyos poliéderek tulajdonsagai:

k n c e l Tipus

3 3 4 6 4 Tetraéder
3 4 8 12 6 Kocka

3 5 20 30 12 Dodekaéder
4 3 6 12 8 Oktaéder
5 3 12 30 20 Ikozaéder

A jelolések a kdvetkezok: k — egy csticsba ennyi €l fut be; n — tartomanyokat hatarol6 élek;

¢ — atest csicsainak szama; [ — a test lapjainak szdma; e — a test éleinek szdma.
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TETEL: (Euler — féle poliéder tétel)
Ha egy poliéder csticsainak szdma c, lapjainak szdma [, és éleinek szdma e, akkor teljesiil, hogy
c+l=e+2.

Szabalyos testek felsizne, térfogata:

o Tetraéder; A =3 -a?ésV = g a®

Hexaéder: A=6-a%ésV =a?

e Dodekaéder: A = 3 - 25+1O-\/§-a2ésV=¥§-a3
o Oktaéder:A=2-\/§-a2ésV=§-a3
. Ikozaéder:A=5-\/§-a2ésV=M-a3

12

Szabalvos testek lapszogei:

e Tetraéder: ¢ = 70,52°

e Hexaéder: ¢ = 90°

e Dodekaéder: ¢ = 116,55°
e Oktaéder: ¢ =~ 109,47°

e Ikozaéder: ¢ =~ 138,18°

Szabalyos testek beirt és koré irt somb sugara:

, V6 , V6
o Tetraéder:r=—-aésR=—"-a
12 4
. 1 , V3
° Hexaeder:r=5-aesR=?-a

Dodekaéder:rz%- /W-aésR =\/§'1+4\/§-a

, NG , V2
° Oktaeder:rz?-aesR = a
, 42 4185 , V10 +2-+/5
e Jkozaéder: r = T-aestf-a
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Gyvakorlo feladatok

K: kozépszintii feladat E: emelt szintii feladat

. (K) Egy 4,6 dm atmérdéji, 5 dm magassagu, 7,2 % stiriiségii hengerbol a leheté
legnagyobb szabalyos nyolcoldali oszlopot kell késziteni. Mekkora lesz a tomege?

. (K) Egy 0,3 m atmérdéjii, 3,5 m hosszi henger alakia ronkfabdl a leheté legnagyobb
négyzetes gerendat kell kivagni. Mekkora lesz a gerenda, illetve a hulladék térfogata?

. (K) Egy haromoldalu egyenes hasabba egyenes hengert irunk. Mekkora a henger
térfogata, ha a hasab térfogata 19 850 cm3, és a hasab alaplapjanak oldalai
44 ¢cm,39cm,17 cm?

. (K) Mekkora az egyenes csonkakupba irt szabalyos nyolcszog alapi egyenes
csonkagila térfogata, ha a csonkakip alap és fedélapjanak sugara 6 dm és 3,5 dm,
magassaga pedig 12 dm?

. (K) Egyenes korkup alaplapjanak atmérdje 3 dm, magassaga 8 dm. Mekkora a kup
és a kupba irt szabalyos nyolcszog alapu gula térfogatanak a kiilonbsége?

. (K) Szabalyos tizenkétszog alapu gila alapélei 12 cm hossziiak, magassaga 22 cm.
Mekkora a beirhato és a koré irhato kup térfogata?

. (K) Egy kup alapkorének sugara 3 cm, tengelymetszete szabalyos haromszog.
Mekkora a beirhato négyzet alapu gula felszine és térfogata?

. (K) Egy 7 cm sugaru kor alapu, 6 cm magassagu egyenes kip koré szabalyos
haromszog alapu gulat irunk. Mekkora az oldallapok teriilete?

. (K) Egy gomb térfogata 122,6 cm3. A gombbe egyenes korkiipot irunk, melynek
tengelymetszetében a kip csucsanal levo szog 56, 7°. Mekkora a kuap térfogata?
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(K) Szamitsuk ki a 3,69 dm alapsugaru és 8 dm magassagia egyenes korkupba irt
gomb felszinét!

(K) Mekkora a gomb térfogata, ha a gombbe irhato egy 12 cm alapsugaru, 32 cm
alkotdju egyenes korkap?

(K) Egyenes korkiap alaplapjanak sugara 2 m, alkotoja az alaplappal 54° - os szoget
zar be. Szamitsuk ki a koriilirt és a beirt gomb sugarat!

(K) Egy 12 cm sugart gomb koré irjunk egyenes korkipot, amelynek magassaga
72 cm. Mekkora a kup felszine és térfogata?

(E) irjunk egy 10 cm sugari gomb koré egyenes korkipot, amelynek alapkore
20 cm sugaru. Mekkora a kup felszine és térfogata?

(E) Egy csucsaval lefelé forditott egyenlé oldalu iires kupba beletesziink egy 2 cm
sugaru gombot. Mennyi vizet kell a kipba 6nteniink, hogy a gombot a viz befedje? (A
viz a gomb ala is befolyik.)

(K) Egy henger alapkorének sugara 5 cm, magassaga 24 cm. Mekkora sugaru gomb
irhato a henger koré?

(K) Egy csonkakup alapkorének sugara 4 cm, fed6korének sugara 3 cm, magassaga
7 cm. Mekkora sugaru gomb irhato a csonkakup koré?

(K) Két gomb beliilrél érinti egymast. A nagyobbik gombnek a kisebbiken Kiviili része
108,909 cm? térfogatii, a gombok kozéppontjainak a tivolsaga 2 cm. Mekkora a
két gomb sugara?

(K) Egy szabalyos négyzet alapu gila magassaga 30 cm, alapéle 12 cm. Mekkora a
gulaba irhato és a gila koré irt gomb sugara?
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(E) Egy négyoldalu szabalyos gula alapéle 30 cm, a gulaba 13 cm sugaru gomb
irhat6o. Mekkora a gula térfogata?

(K) Mekkora a kocka beirt ggmbjének térfogata, ha a kocka térfogata 1728 cm?3?

(K) Mekkora a téglatest koré irt gomb felszine, ha az egy csucsba futo élek hossza
2cm,8cmés 16 cm?

(E) Két egymast Kkiviilrél érinté gomb sugara 5 cm és 8 cm, s egy kip érinti a
gomboket. Mekkora a kup palastjanak az a része, amely a két érintési kor sikja kozott
van?

(E) Hogyan aranylik egymashoz annak a harom gombnek a sugara, amelyek koziil
az els6 egy kocka koré van irva, a masodik atmegy e kocka éleinek felezépontjain, és
a harmadik ebbe a kockaba van beirva?

(E) Hogyan aranylanak egymashoz a gomb, a gomb koré irt henger és a koré irt
hengerbe irt kup térfogata?

(K) Egy 21,7 cm és 36,8 cm oldalu téglalapot forgatunk egyszer az egyik, majd a
masik oldala, végiil az egyik és a masik szimmetriatengelye koriil. Hatarozzuk meg a
keletkezett testek felszinét és térfogatat!

(K) Egy 10 cm oldali négyzetet forgatunk az egyik kozépvonala koriil. Szamitsd ki a
keletkezett forgastest felszinét és térfogatat!

(K) Egy 8 cm oldalu négyzetet az atléja koriil megforgatjuk. Mekkora a keletkezett
test felszine és térfogata?

(K) Egy 6,9 cm oldalu négyzetet megforgatunk egyik oldala koriil. Mekkora az igy
keletkezett forgashenger felszine és térfogat?
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(K) Forgassunk meg a szimmetriatengelye koriil egy egyenlé szari haromszoget,
amelynek alapja 88 cm, szarai 125 cm hossziak. Mekkora lesz a keletkezett
forgastest felszine és térfogata?

(K) Egy haromszog két oldala 62 cm és 74 cm, a kozbezart szogiik 46, 7°. Forgassuk
a haromszoget a 62 cm — es oldala koriil. Mekkora az igy keletkezett forgastest
felszine és térfogata?

(K) Egy haromszog oldalai 34 cm,42 cm,61 cm. Forgassuk a haromszoget a
leghosszabb oldala koriil. Mekkora az igy keletkezett forgastest felszine és térfogata?

(K) Egy derékszogii haromszog befogoinak hossza 12 cm és 5 cm. Forgassuk meg a
derékszogli haromszoget a hosszabb befogdja koriil. Mekkora az igy keletkezett
forgastest felszine és térfogata?

(K) Forgassuk meg atfogoja koriil azt a derékszogii haromszoget, melynek befogéi
6 cm és 8 cm hosszusagiak. Mekkora a keletkezett forgastest felszine és térfogata?

(K) Egy 16 cm oldalu szabalyos haromszoget megforgatunk az egyik csticsan atmeno
és a szemkozti oldallal parhuzamos egyenes koriil. Mekkora a keletkezett forgastest
felszine és térfogata?

(K) Egy rombusz oldalai 25 cm — esek, egyik atléja 40 cm. Forgassuk a rombuszt az
egyik oldala koriil. Mekkora lesz az igy keletkezett forgastest felszine és térfogata?

(K) Egy egyenl6 szaru trapéz parhuzamos oldalai 20 cm és 40 cm, a szarak 26 cm
hossziaak. Forgassuk meg a 40 cm — es oldal koriil. Mekkora a keletkezett forgastest
felszine és térfogata?

(K) Egy derékszogii trapéz parhuzamos oldalai 30 cm és 45 cm, a két derékszog
melletti oldal 36 cm. Forgassuk meg a trapézt a 45 cm — es oldal koriil. Mekkora a
keletkezett forgastest felszine és térfogata?
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(K) Hurtrapéz forog a szimmetriatengelye koriil. A trapéz parhuzamos oldalai
22 cm, illetve 8 cm, a nem parhuzamos oldalak 13 cm hosszuak. Mekkora a forgas
kozben keletkezett csonkakup térfogata?

(K) Egy hirtrapéz alapjainak hossza 30 cm és 60 cm, magassaga 15 cm.
Megforgatjuk a rovidebbik alapja koriil. Mekkora az igy keletkezett forgastest
felszine és térfogata?

(K) Egy a = 10 cm oldalu szabalyos hatszoget forgassunk meg két szemkozti csucsat
osszekoto egyenes koriil. Mekkora az igy keletkezett forgastest felszine és térfogata?

(K) Adott egy 15 cm sugaru kor koré irt szabalyos hatszog. Forgassuk meg a
hatszoget a két szemkozti oldalfelezopontokat 6sszekotdo szimmetriatengelye koriil.
Mekkora az igy keletkezett forgastest felszine és térfogata?

(E) Tekintsiink egy 20 cm sugaru korbe irt szabalyos otszoget. Forgassuk meg az
otszoget az egyik szimmetriatengelye koriil. Mekkora az igy keletkezd forgastest
felszine és térfogata?

(K) Adott egy 10 cm atméréji korlap. Forgassuk meg egy szimmetriatengelye koriil.
Mekkora az igy keletkezo test felszine és térfogata?

(K) Adott egy 18 cm atméraéjii félkorlap. Forgassuk meg a szimmetriatengelye koriil.
Mekkora az igy keletkezo test felszine és térfogata?

(E) Egy konvex testet 8 haromszog és 6 nyolcszog hatarol. Mennyi éle és cstiicsa van
ennek a testnek?

(E) Bizonyitsd be, hogy egy szabalyos tetraéder éleinek felezopontjai egy szabalyos
oktaéder csucspontjai!

(E) Bizonyitsd be, hogy a szabalyos tetraéder valamely belsé pontjanak az oldalaktol
mért tavolsagait 6sszegezve a test magassagaval egyenlé értéket kapunk!
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