Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéziuma)

Bizonyitasok

Bizonyitasi médszerek:

Direkt bizonyitas:

Ez a leggyakoribb bizonyitasi mddszer. Ennek 1ényege a kovetkezd: Ismert definiciok,
tételek segitségével 1épésrol 1épésre torténd kovetkeztetések levondsa utan jutunk el a
bizonyitand¢ allitashoz.

Indirekt bizonyitas:

Ennek Iényege a kovetkezd: Egy allitds bizonyitasat ugy végezziik el, hogy eldszor
feltételezzilk az allitds tagadasat, majd ebbdl kiindulva, 1€pésrdl 1épésre torténd
kovetkeztetések levonasa utan egy ismert allitassal ellentmondd allitdshoz jutunk. Ezt az
ellentmondast csak ugy oldhatjuk fel, ha a kiindulasi feltételezésiink (a bizonyitand6 allitas
tagaddsa) nem igaz. Ekkor azonban az eredeti allitas igaz.

Teljes indukcio:

Ennek lényege a kovetkezd: A természetes szamokkal kapcsolatos allitast elészor
ellendrizziik néhany konkrét szdmértékre, pl.: n = 0; 1; 2 .... Ezutdn megmutatjuk, hogy ha
valamely k természetes szamra igaz az allitas (a k 1étezését mar szamitassal ellenériztiik),
akkor a kovetkezd k + 1 természetes szamra is igaz lesz. Ekkor a tulajdonsag k — rol
k + 1 —re 6roklddik, vagyis az allitds minden természetes szamra igaz lesz.

Skatulya — elv:

Ennek lényege a kovetkezd: Azt hasznaljuk fel, hogy ha van n darab sktulyank, és ezekbe
n - nél tobb dolgot helyeziink el, akkor biztosan lesz legalabb egy olyan skatulya, amelybe
egynél tobb dolog keriil. Tovabba, ha az n skatulydba n - k — nal tobb dolgot helyeziink el,
akkor biztosan lesz legalabb egy olyan skatulya, amelybe k — nal tobb dolog kertil.
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TETEL:
Ha két kozos sikon allo tetraéder alapteriilete (T,) és magassaga (M) egyenld, akkor az
alaplappal parhuazmos T; és T, Sikmetszeteik teriilete iS megegyezik.

Bizonyitas:
A két tetraéder csucsa legyen Cj, illetve C,, a levagott kisebb kiipok magassaga pedig m.

Ekkor az azonos (A aranyt) C,, illetve C, k6zéppontu, kdzéppontos hasonlosagbol adodik a
bizonyitand6 allitas:

m T; T;
- - /12:—1:—2 — T1:T2
M Tq Tq

TETEL:
Az azonos alapteriiletii és magassagu tetraé¢derek térfogata megegyezik.

Bizonyitas:
Tekintsiink két azonos alapteriileti (T, ) és magassaga (M) tetraédert.

Osszuk fel a tetraéderek magassagat n egyenld részre (n > 1;n € 7).

y
& A
3 ¢

—

Ha az osztépontokon &t a tetraéderek alaplapjaval parhuzamos sikokat fektetiink, akkor egy
tetraéder belsejében n — 1 darab haromszog alapu hasabot kapunk tigy, hogy a hasabok oldaléle
legyen parhuzamos a tetréder egyik oldalélével.

Ugyanazon a szinten levd hasabok térfogata egyenld, mert alaptertiiletiik (az el6z6 tétel miatt)
megegyezik és magassaguk % fgy adott n szam esetén az egy tetraéderben 1é6v6 hasabok
térfogatanak Osszege megegyezik. Mivel az n szdm novelésével az egy tetraéderben 1évo
haséabok térfogatanak 0sszege egyre jobban megkozeliti a tetraéder térfogatat, igy a két tetraéder

térfogata egyenld.
n
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TETEL:
Barmely M magassagu gula térfogata: V =

T, M

Bizonyités:
Eldszor tekintsiik a tetraé¢derek térfogatat.

A tetraéder térfogatat visszavezetjiik a haromoldala hasab térfogatara. Megmutatjuk, hogy egy
haromszog alapt hasab felbonthaté harom egyenld térfogatu tetraéderre.

D

B

Az ACDB és a CDFB tetraéderekben az ACD A és CDF A teriilete egyenld, mert az ACFD
paralelogrammat a CD atldja két egybevagd haromszogre bontja. Negyedik csucsuk, a B csucs
koz0s, ezért a testmagassaguk is egyenld. Az el6zd tételekbdl adodik, hogy a két tetraéder
térfogata egyenld, mivel a két tetraéder alapja ugyanazon a sikon, az ACFD paralelogramma
sikjan fekszik.

A CDFB ¢és a BEFD tetraéder térfogata megegyezik, mert a BCF A és BEF A egybevago,
melyek a BEFC paralelogrammanak két egybevag6 részei. Negyedik csticsuk, a D csucs kozos,
ezért a testmagassaguk is egyenld.

Ebbdl kovetkezik, hogy a harom tetraéder térfogata egyenld, s egylittes térfogatuk a hasab
térfogatat adjak ki. Kiilon — kiilon a hasab térfogatanak harmada az egyes tetraéderek térfogata.
Mivel a haromszog alapt hasab térfogata T, - M, igy egy tetraéder térfogata: V = Lo ®

Most tekintsiik a tetszéleges alapteriiletli alapteriileti (T,) és magassag (M) gula térfogatat.

Minden gula alaplapja felbonthatdé haromszogekre, azaz a gula tetraéderekre. Az igy kapott
tetraéderek magassaga megegyezik az eredeti gula magassagaval. Alapteriileteik 6sszege a gula
alaplapjanak teriiletét: T =Ty + T, + -+ + Tj_5.

Ebbdl adodik a bizonyitando allitas:

V=T1'M+T2'M+“-+Tn_2'M=(T1+T2+...+Tn_2)'M=Ta'M.

3 3 3 3 3
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Misodik bizonyitas:

Helyezziik a gulat az x — y — z térbeli koordinata — rendszerbe (a csticsa legyen az origdban).
Osszuk fel n (n € N*) egyenld részre a [0; M] intervallumot (vagyis a gula magassagat

szeleteljiik fel az alaplappal parhuzamos sikokkal), s igy n darab % hosszusagu intervallum
keletkezik. Intervallumonként szerkessziink a gulaba beirt, illetve koré irt hasabot.

Tekintsiik a koré irt hasabokat. Ezek alaptertilete attdl fiigg, hogy mekkora tavolsagra van a
hasab alaplapja a gula cstucsatol, azaz az origotol. Az i — edik hasab az origotdl x; tavolsagra
van. Jeloljik az i — edik hasab alapteriiletét t (x;) — vel. Az t (x;) és a T, hasonl6 sokszogek
teriletei, amelyeknek aranya a hasonlosag aranyanak (azaz csucstdl vald tavolsaguk)
négyzetével egyenlo.

Ebbdl felirhatjuk a kovetkezot:

X t(x)  x? Tq
A=E — AZ=T=W — t(xi)=ﬁ'xi2
A koré irt hasabok térfogatanak 6sszege:
M M (T, Ta Ta
Vo =—-[t (e) + ¢ () + -+t (xn)] =g'(ﬁ'x12 +otxy” +"'+ﬁ'xn2)

Ez az 6sszeg a [0; M] intervallumonaz y = T—“Z - x2 parabolaiv és az x — tengely kozé es6 alakzat
M
koré irt téglalapok tertliletének 0sszege.

Hasonléan adédik a galdba irhatd hasabok térfogatanak 6sszege:

M M (T, Ta Ta
vp = — [t (x) +O) + -+t (xp-1)] =;'(W'X12+m'xzz+"‘+m'xn—12)

Ez az 6sszeg a [0; M] intervallumon az y = % - x2 parabolaiv és az x — tengely kozé esd
alakzatba irhato téglalapok teriiletének Osszege.

. .. P . ; ST . T
Mivel az f fiiggvény a [0; M] intervallumon folytonos és pozitiv értékii, ezért az y = M—“Z - x?

fliggvény is folytonos és pozitiv értékii lesz.

Ebbdl a kovetkez6 adodik: lim V;, = lim v, = fOMT—“z-xZ dx.
n-+oo n-+o M

A gula V térfogata minden n —re v, és 1}, koz¢ esik, igy V csak ez a kozos hatarérték lehet:

M

M T T, M T, x3 T, M3 03 Ty M

v=[Mla. y2ge=Ta.g xzdxz_a.[_] =_a.(___)= a
0 M2 Mz <0 Mz L3l M? 3 3
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Harmadik bizonyitas:

Osszuk fel a gula magassagat n egyenld részre, ahol n pozitiv egész. Az osztopontokon at
fektessiink az alappal parhuzamos sikokat. A sikok a gulat egy gualara és csonka guldkra
daraboljak fel. Készitsiik el minden csonka guldhoz a beirt, illetve koré irt hasabokat. Az eredeti
gula tetején 1évo kis gulahoz csak kiviilre irt hasab tartozik.

A gula csucsatdl szamitott k — adik sik tavolsaga y, = k - % (k=1,2,..,n).

Jel6ljiik t;, — val a k — adik sikmetszet teriiletét és legyen t,, = T,.

A gula csucsara vonatkoz6 kdzéppontos hasonlosag miatt a kovetkez6 adodik:

tk _ (Y 2 _(k 2 _ k2
w=0G) =() - =gl
2 . 1,2
frjuk fel a k — adik kiviilre irt hasab térfogatat: V, = % ty = % . % T, fa :3
A kiviilre irt hasabok térfogatanak 6sszege:
Ta k> M Tg-M

Vkl'vi'll = ;cl=1 n3 = n3 ) =1 k2 (12 + 22 e nZ) =

_Ta-M_n-(n+1)-(2n+1)_Ta-M_ 1) . 1

T n3 6 6 (1+n) (2+n)

Hatarérték segitségével szamitsuk ki ezek 9sszegét: lim AL (1 + %) . (2 + %) =¥

n-+oc 6

A beliilre irt hasabok térfogatanak 6sszege:

Ta k2-M _ Ty _TaM
Vpelit = Xh=1 Z = 124224+ (n—-1)%] =

n3

:Ta-M_n-(n—l)-(Zn—l):Ta;M_(l_%)_(z_%)

n3 6

o o . . , . T, 1\ _ TaM
Hatarérték segitségével szamitsuk ki ezek 0sszegét: lim “T (1 _Z) (2 ——) =2,

n—-+oo

o Ta:M ToM  Tg-M\ _ Tg-M
Masképpen: Vierii = Vietwiir — vagyls lim (“ - “n )= “3 .

n—-+oo

Ty M

Mivel minden n — re teljesiil, hogy Vieriu <V < Vigpiyr, €2ért V = 3
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TETEL:
M r2-mg-M

Barmely M magassagu kup térfogata: V = Taé ="

Bizonyités:

Tekintsiik az r sugart M magassagu kupba és a kup koré irt egyre nagyobb oldalszamu
szabalyos sokszdg alapu gulékat, melyek cstcsai a forgaskup csticsaval megegyezik. A beirt
gulaknal a sokszOgek csucsai a korvonalra esnek, a koréirt gulaknal a szabalyos sokszogek
oldalai érintik a kup alapkorét.

A kup térfogata V, s ez tartalmazza barmely beirt giilajanak V}, térfogatat, illetve barmely koré
irt guldjanak V;, térfogata tartalmazza a ktp térfogatat.

Ebbdl felirhatjuk a kovetkezot:

Tp-M Tg'M

V, <V <V — <V < - T, < <T

Mivel az r sugaru korre igaz, hogy a nagyobb sokszog belsejében van és tartalmazza a kisebb
sokszoget, ezért teriiletiikre fennall a kovetkezo: T, < r? - < T.

Ebbél felirhatjuk a kovetkezot: |% —r2. n| <T,—T,

Mivel az oldalszam ndvelésével a két sokszog teriilete egyre jobban megkozeliti egymast, ezért
a teriiletiik kiilonbsége 0 — hoz taret. Igy az elézé egyenldtlenség csak akkor teljesiilhet

2,

. . , . 3v .3V
barmelyik sokszog esetén, ha |ﬁ —7r2. Tl’| = 0, vagyis Lo

2.7, .
Ebbo1 adodik a bizonyitandd allités: V = ——— = “=.
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Misodik bizonyitas:

Forgassuk meg az y = % - x egyenletii egyenest az x — tengely kortil a [0; M] intervallumon:

4
3
|
2 |
y=r/M !
Ir
1 |
|
10 1 2 3 4 5 6 7
-1
-2
-3
-4
2 2 2 3qM
_ M/(r _r 2 v . _
V=m-[ (M x) dx=—--m- [ xtdx =151 [ ]0—

r2 - (M3 03)_r2-n-M Ty M
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TETEL:
Béarmely M magassagt kup felszine: A =r-m- (r + a).

Bizonyités:
Az alaplap teriilete T, = r% - m.

A palast kiteritve egy korcikk, melynek sugara a kup alkotdja, korive pedig az alapkor kertilete.

Ekkor felirhatjuk a kdvetkezot: T, = % = = 2;'” =a-'r-m.

Ebbdl adodik a bizonyitandé allitds: A =r?w+a-r-t=7r-7- (r + a).

Masodik bizonyitas: (a palast felszinének meghatarozasahoz)
Forgassuk meg az y = ﬁ - x egyenletii egyenest az x — tengely kortl a [0; M] intervallumon.

r

irjuk fel az els derivalt értéket: f'(x) = (+-x ) ==

Ebbél a kovetkez6 adodik:

2 2
A=2-7r-f0Mﬁ-x- fl+% dx=2-7t-%- 1+% -fOdex=

r rz x2M r r2  M? > >
=2-m-—" 1+—2-[—] =2n-— [1+—=-—=mr-VM*+r =r-m-a
M M2 121 M M2 2

TETEL:

- . 4-r3-m
Az r sugart gdmb térfogata: V =

3

Bizonyités:
Tekintstink a kovetkezo abrat:

—_—— ———
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A bizonyitashoz felhasznaljuk a Cavalieri — elvet: Ha két testnek létezik a térfogata, és
valamelyik sikkal parhuzamos 6sszes sikmetszeteik paronként egyenld teriiletliek, akkor a két
test egyenld térfogatu.

Az elsO test egy r sugart félgdmb, mig a méasodik egy r alapsugart és r magassagu henger,
illetve egy r alapsugart és r magassagu kup kiilonbségébol adodik.
Mindkét testet metssziik el az alapsikkal parhuzamos, attél x tavolsagra 1évo sikkal.

Ez a sik a félgombbol egy kort, a hengerbdl pedig egy korgytrtit metsz ki, melyek teriilete
egyarant: T = (r? — x?) - m.

Mivel a sikmetszetek teriilete egyenlok, igy a két test térfogata megegyezik (Cavalieri — elv).

re-m-r 2-r

frjuk fel a masodik test térfogatat: V' =V, =V, =12 -m-r — r—— =

4-r3-@

Mivel ez egyben a félgomb térfogata is, igy adodik a bizonyitando allitas: V =

Masodik bizonyitas:
A kor origdba valo eltolasa egybevagosagi transzformacid, igy nem valtozik a végeredmény.

Az orig6 kdzéppontu, r sugara kor egyenletébdl a kovetkezd adodik:

x2 +y2:T'2 — y:i,/rz_xz — f(x):w/rz_xz

Forgassuk meg az y = Vr? — x? egyenletii gérbét (félkort) az x — tengely koriil a [—r; 7]
intervallumon.

V:ﬂ'f_rr(\/m)2 dx=7T'f_rr(1"2—x2)dx=n-[r2-x—§]ir:
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TETEL:
A gomb felszine: A = 4 -2 - 1.

Bizonyités:
A gomb felszinét beirt és koréirt forgastestek felszinével kozelitjiik.
Tekintsiik eldszor a gdbmbbe irt forgastesteket.

Egy r sugart korbe irt 2n oldalu szabalyos sokszoget (melynek oldalai a kor hurjai) a korrel
egylitt forgassunk meg a sokszog két csticsara illeszkedd atmérd egyenese, mint tengely koriil.

Cc

fgy a kor egy r sugard gombfeliiletet, a sokszog pedig 2 kuppalastot és n — 2 darab
csonkakuppalastot (melybdl az egyik lehet henger is) ir le.
Az AHJ A és az IKO A hasonl6 (a merdleges szara szogek miatt, a szogeik nagysaga egyenlo).

Megfeleld aranypar segitségével felirhatjuk a kovetkezot:

Tp my _my-x

Mivel r, az AOFC trapéz kozépvonalanak fele, igy felirhatjuk a kovetkezot:

_ra+rc _
=" - Tat7e=—,

2-my-x

myp X

frjuk fel egy csonkakiip palastjat: T,=0g+7) n-a= ZT "Tra=2-m,-Xx-T.

Vegyiik a 2 kiip és az n — 2 darab csonkakup palastjanak osszegét:
Sp=2myxm+2 myxn+--+2-myxnw=2xn1-(M+my+--+my,) =

=2'xm2'r=4-x-r-m.

10
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A sokszog oldalszaméat novelve az x értéke is né: lim x =r.
n-+oo

Ekkor a palastok dsszege: lim s, = lim 4-x-r-t=4-rr-m=4-r%-m.
+

li
n—-+oo n—+oo

Ebbél a kdvetkezd adodik: s, < 412 - m.

Tekintsiik most a gdmb koré irt forgastesteket.

EQy r sugart kor koré irt 2n oldalt szabalyos sokszoget (melynek oldalai a kor érint6i) a korrel
egyiitt forgassunk meg a kor kdzéppontjan és az egyik oldala felezGpontjan athaladé egyenes,
mint tengely kortil.

fgy a kor egy r sugara gombfeliiletet, a sokszog pedig 2 korlapot és n—1 darab
csonkakuppalastot (melybdl az egyik lehet henger is) ir le.

Az ABK A és az JLO A hasonl6 (a merdleges szari szogek miatt, a szogeik nagysaga egyenld).

Megfeleld aranypar segitségével felirhatjuk a kdvetkezot:

Mivel 1, az ABGH trapéz kozépvonalanak fele, igy felirhatjuk a kovetkezot:

Ta+ 7T
rbz% — T, +1.=

2-mq-r

2-mq-r

frjuk fel egy csonkakup paléstjat: Ty=0g+n) n-a= Tra=2-my-r-m.

11
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Vegyiik a 2 korlap teriiletének és az n — 1 darab csonkakup (vagy henger) palastjanak 6sszegét:

a\2
Sn=2-(5) "m+2-myrm++2-my g rm=

2 2
=2-%-7T+2-r-7t-(m1+m2+---+mn_1)=a7-7t+2-r-n-2-r=

a? 2
=7'T[+4'T " TL.

2

A sokszog oldalszamat novelve az oldalak hossza csokken: lirp a? = 0.
n—->+oo

2
m S, = lim (a?-n+4-r2-n)=4-r2-n.

Ekkor a paléastok osszege: li
n—+oo n—+oo

Ebbdl a kdvetkezd adodik: 4 - 72 - < S,,.

A két esetbdl a kdvetkezdt kapjuk: s, < 4-12 -1 < S,.
Ebbdl adodik a bizonyitand6 allitds: A = 4 - 12 - m.

Megjegyzés: A kiip (r = 0) és a henger (r = R) specialis csonkakupok.

]
Misodik bizonyitas:

A kor origdba valo eltolasa egybevagdsagi transzformacid, igy nem valtozik a végeredmény.
Az origd kdzéppontu, r sugart kor egyenletébdl a kovetkezd adodik:

x%+y%=r? -  y=+Vrz—x2 -  fx)=Vrz—x2

T 1 7 LI 1] 1 ! 1 _1 X
Irjuk fel az elsd derivalt értékét: f'(x) = [(rz - xZ)Z] =3 (r? —x?)"z-(=2x) = -

Forgassuk meg az y = Vr? — x? egyenletii gérbét (félkort) az x — tengely koriil a [—r; 7]
intervallumon.

A=2-m- [ rZ—x- /1+r2x_2x2 dx=2-m- [ Vr?—x2+x%dx =

=Z-n-f_rrrdxz2-n-[r-x]fr=2-n-[r-r—r-(—r)]=4-r2-n

12



