Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Bizonyvitasok

Bizonyitasi modszerek:

Direkt bizonyitas:

Ez a leggyakoribb bizonyitasi mddszer. Ennek 1ényege a kovetkezd: Ismert definiciok,
tételek segitségével 1épésrol 1épésre torténd kovetkeztetések levonasa utan jutunk el a
bizonyitando allitashoz.

Indirekt bizonyités:

Ennek lényege a kovetkezd: Egy allitds bizonyitasat ugy végezzik el, hogy eldszor
feltételezzilk az allitas tagadasat, majd ebbdl kiindulva, 1€pésrdl 1épésre torténd
kovetkeztetések levonasa utan egy ismert allitassal ellentmondo allitdshoz jutunk. Ezt az
ellentmondast csak ugy oldhatjuk fel, ha a kiindulési feltételezésiink (a bizonyitandoé allitas
tagaddsa) nem igaz. Ekkor azonban az eredeti allitas igaz.

Teljes indukcio:

Ennek lényege a kovetkezd: A természetes szamokkal kapcsolatos allitast eldszor
ellendrizziik néhany konkrét szamértékre, pl.: n = 0; 1; 2 .... Ezutdn megmutatjuk, hogy ha
valamely k természetes szamra igaz az allitas (a k 1étezését mar szamitassal ellendriztiik),
akkor a kovetkezd k + 1 természetes szamra is igaz lesz. Ekkor a tulajdonsag k — rol
k + 1 —re 6roklddik, vagyis az allitds minden természetes szamra igaz lesz.

Skatulya — elv:

Ennek lényege a kovetkezd: Azt hasznaljuk fel, hogy ha van n darab sktulyank, és ezekbe
n - nél tobb dolgot helyeziink el, akkor biztosan lesz legaldbb egy olyan skatulya, amelybe
egynél tobb dolog kertil. Tovabba, ha az n skatulydba n - k — nal tobb dolgot helyeziink el,
akkor biztosan lesz legalabb egy olyan skatulya, amelybe k — nal t6bb dolog keriil.
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TETEL:

Legyen az S és S, sikok hajlasszége a. Az S; sikban fekvd T; teriiletli haromszog S, sikra es6
merdleges vetiiletének teriiletét jelolje T,. A haromszog €s merdleges vetiiletének teriilete
kozott mindig fenndll a kovetkezo 6sszefliggés: T, = T; - cos a.

Bizonyitas:
El6szor tekintsiik azt az esetet, amikor a sikok hajlasszoge @ = 0° (ekkor a két sik parhuzamos).

Ebbdl a kovetkezo adodik: T, =Ty =T; -1 =T, -cos0°=T; - cos a.

Most tekintsiik azt az esetet, amikor a sikok hajlasszoge o = 90° (ekkor a két sik merdleges).

Ebbdl a kovetkezo adodik: T, =0 =T, -0 =T; - cos90° =T; - cos a.

Végiil tekintsiik azt az esetet, amikor a sikok hajlasszoge 0° < a < 90°.

Amennyiben a hdromszdg valamelyik oldala parhuzamos a két sik metszésvonaldval, akkor
vegyiik fel azt az S, — vel parhuzamos S,’ sikot, amelyik tartalmazza a metszésvonallal
parhuzamos haromszogoldalt. (Mivel S, parhuzamos S," - vel, igy T, = T,".)

__|AB|-mv _ |AB|-m-cosa _ |AB|-m

Ekkor a kovetkezd adodik: T, = 5 . S cosa = T, - cosa.

Amennyiben a haromszog egyik oldala sem parhuzamos a két sik metszésvonalaval, akkor
létezik a haromszog egyik cstcsan athaladd olyan, a metszésvonallal parhuzamos egyenes,
amelyik a haromszdget két, az el6z6 pont feltételeinek megfeleld haromszdgre bontja. Ezekre
kiilon — kiilon teljesiil a kivant 6sszefiiggés:

T,=T,+T,” =T, *cosa+ T, ~cosa= (T, +T,) "cosa =T, - cosa
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TETEL:
Ha két téglatest alaplapja egybevago, akkor térfogatuk aranya a magassaguk aranyaval egyenld.

Bizonyitas:
Legyen az egyik téglatest magassaga m,, térfogata V;, mig a masiké pedig m,, illetve V,.

Osszuk fel az m; magassagot n (n € Z%) egyenld részre, majd ezt az % nagysagu részt mérjiik

fel az m, magassagra annyiszor, ahanyszor rafér. Legyen a felmérések szama k (k € Z1).
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Ebbdl felirhatjuk a kdvetkezot:
m m k m k+1
k-—=<m,<(k+1)-— -  —<E<—
n n n my n

Amennyiben az osztopontokon 4t a téglatest alaplapjaval parhuzamos sikokat fektetiink, akkor
az elsd téglatestet pontosan n darab egybevago részre osztjuk, melyek térfogata egyenként ;1

Ebbdl felirhatjuk a kdvetkezot:
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. Ve, k k+1] . . , . .
Az % ésa V—2 értéke ugyanazon a [;; T[ intervallumban van, igy tavolsaguk kisebb, mint az
1 1
1
< —_

Tl.

m; V;
m;

intervallum hossza. Ebbdl a kovetkezo adodik:

Mivel az n szamot megvalasztva az - értéke barmilyen kicsi pozitiv szam lehet (hatarérték

szamitassal: lirp % = 0), igy a tavolsaguk O.
n—-—+oo

Ebbdl adodik a bizonyitandé allitas: =2 = 2

my vy

TETEL:
A téglatest térfogata megegyezik az egy csucsabol kiinduld harom élének szorzataval.

Bizonyitas:
Legyen az egy csticsabol kiindulo élek hossza a, b, c, s ekkor a térfogata: V =a - b - c.

Tudjuk, hogy az egységnyi €l kocka térfogata: V; = 1.

Tekintsiik eldszor az 1,1, a €li téglatestet, melynek térfogata legyen V,.

Ekkor ennek az alaplapja megegyezik az 1 éli kocka alaplapjaval és magassaga a, igy
felirhatjuk a kovetkezot:
V2

a
- = — — sza
1 1
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Tekintslik most az 1, a, b ¢l téglatestet, melynek térfogata legyen V.

Ekkor ennek az alaplapja megegyezik az 1, a, 1 éli téglatest alaplapjaval és magassaga b, igy

felirhatjuk a kovetkezot:

b V3
1 W

V3:V2'b:a'b

Tekintsiik végiil az a, b, ¢ ¢éli téglatestet, melynek térfogata legyen V.

Ekkor ennek az alaplapja megegyezik az a, b, 1 éli téglatest alaplapjaval és magassaga c, igy

felirhatjuk a kovetkezot:

C_V4_ N
17 v,

V,=Vz-c=a-b-c
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TETEL:
Egy T, alapteriiletii, M magassagu hasab térfogata: V =T, - M.

Bizonyitas:
El6szor tekintsiik a haromszog alapt egyenes hasabokat.

Barmely haromszog az dbran lathato modon atdarabolhato téglalappa:

C

Az F, F, szakasz a haromszog kozépvonala, mig az m, a ¢ oldalhoz tartozé magassaga.
Az ABC A teriilete megegyezik az ABDE téglalap teriiletével.

Ebbdl adddik, hogy a haromszog alapt egyenes hasab az alaplapra merdleges sikokkal téglalap
alapu hasabba darabolhato at, melynek térfogata: V = Tygpg "M = Tyge "M =T, - M.

Most tekintsiik a sokszog alapu egyenes hasabokat.

Barmely n oldalt sokszog az atlok mentén (n — 2) darab haromsz6ggé bonthaté fel.

Az ABCDE sokszdg teriilete megegyezik a keletkez6 haromszdgek teriiletének osszegével.

Ebbdl adodik, hogy a sokszog alapu egyenes hasab az alaplap egyik csticsabdl kiinduld atloira
fektetett merdleges sikokkal haromszog alapti egyenes hasabokra darabolhato fel, vagyis
térfogata: V=T, M+ T, M+ -+ Ty M=Ty+Ty+ - +Tp_y) M=T, M.
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Végil tekintsiik a sokszog alapt ferdehasabokat.

Amennyiben a hasab elegendd magas, akkor el tudjuk metszeni egy olyan sikkal, amely
valamennyi oldalélét merdlegesen metszi.

Legyen a sikmetszet teriilete T'.

A kétrészt illessziik dssze ugy, hogy az eredeti hasab alaplapjai egymasra keriiljenek (az eredeti
feddlapra az eredeti alaplap keriil). EKkor egy T' alapteriiletli, h (oldalél) magassagu egyenes
hasab keletkezik, melynek térfogata V = T' - h, s ez megegyezik az eredeti test térfogataval.

Mivel a T, és a T' teriileti hAromsz6g sikja a szoget zar be egymassal, és a T' teriiletli
haromszog a T, teriiletiinek merdleges vetiilete, igy a kovetkez6 adodik: T' = T, - cos a.

Az abran lathatd derékszogii haromszog M és h oldalai az a szoget bezaré szakaszokra
M

cosa’

merdlegesek, igy szintén a szoget zarnak be egymassal, vagyis teljesiil a kovetkez6: h =

Ezeket behelyettesitve adodik a ferdehasab térfogata: V =T, - cosa - . 7 T, M.

osa

Amennyiben a hasab olyan alacsony, hogy nem lehet minden oldalélét merdlegesen metszeni,

akkor rakjunk egymasra annyi, az eredetivel egybevago hasabot, hogy az el6zdleg latott eljaras

végrehajthato legyen. A sikkal valo metszés €s az Osszeillesztés utan a kapott térfogatot annyi
Ta-

részre kell osztani, ahany egybevagd hasabot egymasra helyeztiink: % = M, igyV =T, M.

n
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Misodik bizonyitas:

Eldszor tekintsiik a paralelepipedonok térfogatat.

A paralelepipedon a hosszt élével parhuzamos élekre illeszkedd egyeneseket metssziik el egy
rajuk merdleges sikparral, melyek tavolsiga a. Az atdarabolds utan lathatdé masodik
paralelepipedon alapteriilete, magassaga és igy a térfogata megegyezik az eredeti testével. Ezt
kovetden a masodik test m, hosszu élével parhuzamos €lekre illeszkedd egyeneseket metssziik
el egy rajuk merdleges helyzetl sikparral, melyek tdvolsdga m,. Az atdarabolas utan keletkezd
paralelepipedon mar téglatest lesz, melynek egyik lapjanak teriilete megegyezik az eredeti
paralelepipedon alaplapjanak teriiletével, az erre a lapra meréleges €l hossza pedig a test
magassaga M. A térfogata megegyezik a masodik paralelepipedon térfogataval, s igy az eredeti
test térfogtaval is. Ebbdl adodik, hogy a paralelepipedon térfogata: V =T, - M.

Most tekintsiik a hdromszog alapt hasabokat.

Amennyiben barmelyik oldallap kézéppontjara tiikrozziik a haromszog alapu hasabot, akkor az
eredetivel egyiitt egy paralelepipedont kapunk, amelynek térfogata kétszerese az eredeti test

2Ty

térfogatanak. Ebbdl adodik, hogy a haromszdg alapu hasab térfogata: V = TM =T, M.

Végiil tekintsiik a sokszog alapt hasabokat.

A haséabot az alaplap atloi mentén, az alaplapra merdleges sikokkal feldarabolva, haromszog
alapti hasabokka bonthatjuk fel, amelyeknek magassaga megegyezik az eredeti hasab
magassagaval. A hasab térfogata ezek térfogatanak 6sszege lesz.

[
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TETEL:

Egy r sugart, kor alapti, M magassaga henger térfogata: V=T, M =712 -7 - M.

Bizonyités:

Tekintsilik az r sugardt M magassagl hengerbe és a henger koré irt egyre nagyobb oldalszamu
szabalyos sokszog alapu hasdbokat. A beirt hasaboknal a sokszogek cstcsai a kdrvonalra esnek,
a koréirt hasaboknal a szabalyos sokszogek oldalai érintik a kort. A hasabok alkotoi
parhuzamosak a henger alkotoival. A hasdbok és a henger feddlapjai egy sikba esnek.

A henger térfogata V, s ez tartalmazza barmely beirt hasabjanak V,, térfogatat, illetve barmely
koré irt hasabjanak V, térfogata tartalmazza a henger térfogatat.

Ebbdl felirhatjuk a kdvetkezot:
V, <V <V, - T, M<V<T,M - Ty <o <Ty

Mivel az r sugart korre igaz, hogy a nagyobb sokszdg belsejében van és tartalmazza a kisebb
sokszoget, ezért teriiletiikre fennall a kovetkezd: Ty < 12 -1 < Ty.

Ebbdl felirhatjuk a kovetkez6t: |£ —-rZ. 7T| <Ty—Tp.

Mivel az oldalszam ndvelésével a két sokszog teriilete egyre jobban megkdzeliti egymast, ezért
a teriiletiik kiilonbsége 0 — hoz tart. Igy az ¢l6z6 egyenlétlenség csak akkor teljesiilhet

barmelyik sokszdg esetén, ha |£ —r?. TL'| = 0, vagyis % =r-.m.

Ebbdl adodik a bizonyitandé allitas: V =r2-m-M =T, - M.

Misodik bizonyitas:
Forgassuk meg az y = r egyenletli egyenest az x — tengely koriil a [0; M] intervallumon:

V=n-féwr2dx=n-[r2-x]g”=n-(r2-M—r2-O)=r2-n-M.

TETEL:
Egy r sugarq, kor alapu, M magassagu henger felszine: A = 2-r-m- (r + M).

Bizonyitas:
Az alaplapok teriilete: T, = r? - m.

A palast kiteritve egy téglalap, melynek egyik oldala a henger magassaga, masik oldala pedig
az alaplap kertilete, vagyis a teriilete: T, = 2-r-m- M.

Ebbél adodik a bizonyitando allitas: A =272 n+2-r*m-M=2-7-7w-(r + M).



