Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Bizonyvitasok

Bizonyitasi modszerek:

Direkt bizonyitas:

Ez a leggyakoribb bizonyitasi mddszer. Ennek 1ényege a kovetkezd: Ismert definiciok,
tételek segitségével 1épésrol 1épésre torténd kovetkeztetések levonasa utan jutunk el a
bizonyitando allitashoz.

Indirekt bizonyitas:

Ennek lényege a kovetkezd: Egy allitds bizonyitasat ugy végezzik el, hogy elészor
feltételezzilk az allitds tagadasat, majd ebbdl kiindulva, 1€pésrdl 1épésre torténd
kovetkeztetések levonasa utan egy ismert allitassal ellentmond¢ allitdshoz jutunk. Ezt az
ellentmondast csak tigy oldhatjuk fel, ha a kiindulasi feltételezésiink (a bizonyitand¢é allitas
tagaddsa) nem igaz. Ekkor azonban az eredeti allitas igaz.

Teljes indukcio:

Ennek lényege a kovetkezd: A természetes szamokkal kapcsolatos allitast eldszor
ellendrizziik néhany konkrét szamértékre, pl.: n = 1 —re, n = 2 - re. Ezutan megmutatjuk,
hogy ha valamely k természetes szamra igaz az allitds (a k 1étezését mar szamitassal
ellendriztiik), akkor a kovetkezd k + 1 természetes szamra is igaz lesz. Ekkor a tulajdonsag
k —16l k + 1 —re 6roklédik, vagyis az allitds minden természetes szamra igaz lesz.

Skatulya — elv:

Ennek lényege a kovetkez6: Azt hasznaljuk fel, hogy ha van n darab sktulyank, és ezekbe
n - nél tobb dolgot helyeziink el, akkor biztosan lesz legaldbb egy olyan skatulya, amelybe
egynél tobb dolog kertil. Tovabba, ha az n skatulydba n - k — nal tbb dolgot helyeziink el,
akkor biztosan lesz legalabb egy olyan skatulya, amelybe k — nal tobb dolog kertil.
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TETEL: (Képzési szabaly)
Ha egy mértani sorozat elsé tagja a;, kvociense q, akkor n — edik tagja megkaphato a kovetkezo
osszefliggés segitségével: a, = a, - q" L.

Bizonyités:
Az allitast teljes indukcioval latjuk be:

e n =1 —re az allitas teljesiil: a; = a; - q° = a;.
e Tegyiik fel, hogy n = k —ra igaz az allitas, vagyis a; = a,; - q*7 L.

e Megmutatjuk, hogy ekkor n = k + 1 —re is teljesiil az allitas, vagyis a4, = a, - q~.

Hasznéljuk a mértani sorozat definiciojat és az indukcios feltevést:
— cg = gk-1. 4 = gk
g+1 = Ak " g = A1°q q=a,-q".

Ezek alapjan minden n — re teljesiil a bizonyitando allitas.

TETEL:
A mértani sorozat barmely elemének négyzete (a masodiktol kezdve) egyenld a tdle
szimmetrikusan elhelyezkedd elemek szorzataval. Jeldlés: a,? = ap_k * Apik-

Bizonyités:
Irjuk fel az a,,_j és a4 tagokat a kovetkezoképpen:

an

— — . Ak
Ap-k = F Apig = an " q

Tekintsiik a két tag szorzatat, s megfeleld atalakitasokkal adddik a bizonyitand6 allitas:

. — 4n | Lok — 4 02
Ap—k an+k_ﬁ ap*q" = an”.

Ebbol négyzetgyokvonassal adodik a kovetkez6 alak is: |a,| = \/@p_k * Qptk-
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TETEL:

A kiilonb6z6 tagokbol allo (a,) mértani sorozat elsé n elemének osszege: S, = a; - 1

q-1"

Bizonyitas:
Ha g = 1, akkor a sorozat minden tagja a,, vagyis az els6 n tag osszege: S, = n-ay.
Ha g # 1, akkor irjuk fel az elsd n tag 6sszegét a, és q segitségével:

Sp=a1+a;-q+a,-q*+-+a;-q" *+a,-q" .

Szorozzuk be az egyenlet mindkét oldalat g — val:

Q- Sn=a1'q+a-q’+a- g’ ++a;q" " +a-q"

A kapott egyenleteket egyenletrendszerként tekintve, a masodik egyenletbdl vonjuk ki az elsét:

q-Spn—Sp=a;°q" —a; — Sp'(@—1)=a;-(@"—1)

A kapott egyenletet atrendezve adodik a bizonyitando allitas:

ap (@"-1) _ a q"-1

S =
n q-1

TETEL: (kamatos — kamat szamitas)

Ha T,, — nel jeloljik az n — edik év (vagy mas id6szak) végén felvehetd Osszeget, T, — lal az
indul6 tokét (a kezdetkor betett dsszeget), p — vel a szdzaléklabat (évente ennyi szazalékkal
novekszik a betett 6sszeg), n — nel az évek (vagy mas iddszakok) szdmat, akkor a betett 6sszeg

n
novekedése a kovetkezd keéplettel irhatd le: T, = T - (1 + %) :

Bizonyitas:
A hatvanyozas definicigjabol adodik az allitas:

Tn=T0-(1+L)-(1+i)-...-(1+l)=T0-(1+L)n.

100 100 100 100
ndarab
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TETEL: (gyiijtéjaradék szamitas)

Ha minden év elején ugyanakkora T értéket tesziink be a bankba, s ez évente p szézalékkal

kamatozik, akkor az n — edik év végén felvehetd Gsszeg a kovetkezd képlettel irhatd le:
1+-2) 1

T, =T0-(1+i)-—( i) 1

100 -
100

Bizonyitas:
Az elsé évben betett T, érték n — szer, a masodik évben betett T, érték (n — 1) — szer, az utolsé
évben betett 0sszeg pedig egyszer fog kamatozni.

Ezeket 6sszeadva egy mértani sorozatot kapunk, melybdl adddik a bizonyitando allitas:

To=To (142) +75 (14 2)" 7 4t Ty (142) =

=T0-(1+i)-[1+(1+L)+---+(1+L)n_2+(1+i)n_1]=

100 100 100 100

o P _(1+l)n—1_ . p .(1+l)n—1
=T, (1+E) —(1+1%)_1 =T, (1+E) T T

TETEL: (torlesztorészlet szamitas)

Ha egy T, nagysagl, p szazalékos kamatozasu kolcsont kell visszafizetniink n év alatt ugy,
hogy minden évben ugyanakkora T,, Osszeget fizetiink vissza, akkor a T, torlesztd részlet

n

142\

nagysaga a kovetkez6 képlettel irhato le: T, = T, - %.
1+-2) —1
Bizonyités:

n
Az n — edik év végére a kdlcson p szazalékos megndvekedett értéke: T, - (1 + 1%0) .

P n

1+-—>) -1

Az n — edik év végére befizetett 6sszeg: T - (1 + %) . %.
100

Mivel az n — edik év végére a befizetésnek egyenldnek kell lennie a kdlcson megnétt értékével,
igy felirhatjuk a kovetkez6 egyenletet:

TO-(1+%)n=Tn-(1+i)-(1+¢9)n_l.



