Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Bizonyvitasok

Bizonvitasi modszerek:

Direkt bizonyitas:

Ez a leggyakoribb bizonyitdsi mddszer. Ennek lényege a kovetkezd: Ismert definiciok,
tételek segitségével 1€pésrdl 1épésre torténd kovetkeztetések levonasa utan jutunk el a
bizonyitand¢ allitashoz.

Indirekt bizonyités:

Ennek lényege a kovetkezd: Egy allitds bizonyitasat ugy végezzik el, hogy elészor
feltételezzilk az allitds tagadasat, majd ebbdl kiindulva, 1€pésrdl 1épésre torténd
kovetkeztetések levonasa utan egy ismert allitassal ellentmond¢ allitdshoz jutunk. Ezt az
ellentmondast csak tigy oldhatjuk fel, ha a kiindulasi feltételezésiink (a bizonyitandé allitas
tagaddsa) nem igaz. Ekkor azonban az eredeti allitas igaz.

Teljes indukcio:

Ennek lényege a kovetkezd: A természetes szamokkal kapcsolatos allitast eldszor
ellendrizziik néhany konkrét szamértékre, pl.: n = 1 —re, n = 2 - re. Ezutan megmutatjuk,
hogy ha valamely k természetes szamra igaz az allitds (a k 1étezését mar szamitassal
ellendriztiik), akkor a kdvetkezd k + 1 természetes szamra is igaz lesz. Ekkor a tulajdonsag
k —ro6l k + 1 — re 6roklodik, vagyis az allitds minden természetes szamra igaz lesz.

Skatulya — elv:

Ennek lényege a kovetkez6: Azt hasznaljuk fel, hogy ha van n darab sktulyank, és ezekbe
n - nél tobb dolgot helyeziink el, akkor biztosan lesz legalabb egy olyan skatulya, amelybe
egynél tobb dolog keriil. Tovabba, ha az n skatulydba n - k — nal tobb dolgot helyeziink el,
akkor biztosan lesz legalabb egy olyan skatulya, amelybe k —nal tobb dolog keriil.
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TETEL: (Képzési szabaly)
Ha egy szamtani sorozat elsé tagja a,, differencidja d, akkor n — edik tagja megkaphato a
kovetkezd Gsszefiiggés segitségével: a, =a; + (n—1) - d.

Bizonyités:
Az éllitast teljes indukcidval latjuk be:

e n=1-reazallitas teljesiil: a; = a; + (1 —1) - d = a;.

o Tegyiik fel, hogy n = k —ra igaz az allitas, vagyis a, = a; + (k — 1) - d.

e Megmutatjuk, hogy ekkor n = k + 1 —re is teljesiil az allitas, vagyis aiy,; = a; + k - d.
Hasznaljuk a szdmtani sorozat definicidjat és az indukcios feltevést:

agy1=aqp+d=a,+(k—-1)d+d=a; +k-d.

Ezek alapjan minden n — re teljesiil a bizonyitando allitas.

TETEL:

A szamtani sorozat barmelyik tagja (a masodiktdl kezdve) egyenld a tdle szimmetrikusan
An-k + Anik

elhelyezkedo tagok szamtani kdzepével. Jelolés: a,, = >

Bizonyités:
Irjuk fel az a,,_ €s a4k tagokat a kdvetkezoképpen:

an_xr=a,+n—-k—-1)-d ek =1+ (m+k—-1)-d

Tekintsiik a két tag szamtani kozepét, s megfeleld atalakitasokkal adodik a bizonyitando allités:

An—k + Antk _ a;+(n-k-1)-d+a; +(n+k-1)-d _ 2-a;+2'n-d-2-d
2 2 2

=a;+n-d—d=

=aq;+(n—-1)-d=a,
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TETEL:

, : ” .y . a,+a 2a+(n—-1)-d
Egy (a,) szamtani sorozat elsd n tagjanak dsszege: S, = —n = ——————-

2 2
Bizonyités:

Irjuk fel az els6é n tag 6sszegét kétféleképpen: az elsd, illetve az n — edik tagbdl kiindulva.
Sn =a1+a2+a3+"'+an_2+an_1+an

Spn=a,+ap_1t+ay,_,+taz+a,+a,

frjuk fel a tagok az els6 egyenletben a, és d, a masodikban pedig a,, és d segitségével:
Sp=a;+a,+d+a;+2d+-+a;,+(n—-3)-d+a;,+(n—2)-d+a,+(n—1)-d

Sp=ap,+a,—-d+a,—2d+-+a,—(n—-3)d+a,—(n—-2)'d+a,—(n—1)-d

A két egyenletet egyenletrendszerként tekintve, az elsd egyenlethez adjuk hozza a masodikat:

2-S,=(a,+ay,)+(a,+a,)+ -+ (a; +a,) + (a; + a,).

Mivel az egyenlet jobb oldalan n tag szerepel, igy atrendezéssel adodik a bizonyitando allitas:

_(ag+ap)'n _ag+ay

S
n 2 2

Az a, = a; + (n — 1) - d behelyettesitésével adodik a masodik képlet is:

a; +an n_a1+a1+(n—1)-d n_2a1+(n—1)-d

S =
n 2 2 2




