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Rekurziv sorozatok

DEFINICIO: (Szamsorozat)

A szamsorozat olyan fliggvény, amelynek értelmezési tartomanya a pozitiv egész szamok
halmaza, értékkészlete a valos szamok egy részhalmaza. Jel6lés: (a,), {a,}.

Megjegyzés:

o Az 1 — hez hozzdrendelt szam a sorozat elsé tagja. Jele: a;.

e A sorozat tagjait a sorozat elemeinek nevezziik.

Sorozat megadasa:

e fiiggvényszertien, pl.: f: Nt - N;x — x2 + 1
e az n —edik (altalanos) tagot eldallithato képlettel, pl.: a,, = 2™ — 3
e Kkoriilirassal, pl.: {a,} = {a paros pozitiv egész szamok névekvd sorozat}

e rekurziv modon, pl.:a; =4; a, =7, a,=6-a,_1+5 a,_,

DEFINICIO: (Rekurziv sorozat)
Az olyan sorozatokat, amelyeknél a sorozat 4ltalanos tagjat az eldtte levok fiiggvényében adjuk
meg, rekurziv sorozatoknak nevezziik.



Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnaziuma)

DEFINICIO: (Fibonacci — sorozat)
A Fibonacci — sorozat specialis rekurziv sorozat, ahol a; = 1; a, = 1; a3 = 2; a, = 3 és az
altalanos tag: a,, = ap_1 + a,_3.

A Fibonacci — sorozat tulajdonsagai:

A sorozat monoton névekvo.

A sorozat alulrol korlatos, az also korlat: k = 1.

A sorozat n — edik tagja 1 — gyel nagyobb, mint az (n — 2) elem Gsszege.
Minden m > 1 természetes szamnak van t0bbszorose a sorozatban.

A sorozat elemeit egy m > 1 természetes szammal osztva a maradékok periodikus sorozatot
alkotnak. A periddus hossza legfeljebb m?2.

A sorozat barmely két szomszédos eleme relativ prim.
A tagok négyzetdsszege: a;2 + a,% = a, - az; a;% + ay? + az® = az - ay; ...

Ha a Pascal — haromszog elemeit megfelel6 modon 6sszeadjuk, akkor a Fibonacci — sorozat
tagjait kapjuk eredményiil.

1+E\" (1—_\/5)”]

A sorozat altalanos tagja megkaphat6 a kovetkezo képlettel: a,, = \/ig . [( . >
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Gyvakorlo feladatok

K: kozépszintii feladat E: emelt szintii feladat

1. (K) Szamitsd ki a kovetkezo sorozatok 6todik és huszadik elemét!

a, =2n-—12 b, =100 — 5n ¢, =2n*—30n

d,=n3-15n+3 e,=V3n+4 fan=Vdn+1-n
3n-15 Z_3 . .

In = zr;ﬂ hn:';_g i, =sin(n-m)

2. (K) A (cy) sorozat n - edik tagja ¢, = ("}"). Szdmitsd ki a c4; ¢; és c1o tagokat!

3. (K) Ird fel a kovetkez6 sorozatok elsé harom tagjat!

a,=2n->5 b, = —n* + 4n Cp = (D)™ (=2)"

4. (K) Hatarozd meg a kovetkez6 sorozatok elsé négy tagjat!

a, =4 b, = 2010 — 4n c, =VAn—1
2 (_1)n 2n—1
d"=1_n €n = -n fn=2n+1

n-5 n-1 . _ln

gn—n+1 hn_ n bn = ( 2)

5. (K) Add meg a kovetkezé sorozatok elso 6t tagjat!

a, = 3n b,=n?>—-6n+9 ¢, = |n? — 6n]
1 .
dnz(_l)n en=3—; fn=Sln(n'§)
+2 . (=2)"
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6. (K) Szamitsd ki az alabbi altalanos taggal adott sorozatok els6 hat tagjat!

a, =0,5n—2 b, = n® — 4n? Cp = |n3 — 4n?
dn=sin(n-73—r) e, = (—2)" fn=2+%
gn =3+ (—1)"*1 h,=2+ (1" 1_1 i, = cos(n-m)

Zn
7. (E) Ird fel annak a szimsorozatnak az elsé ot tagjat, amelynek n — edik tagja a
kovetkezo!
. 3
a, = lg[cos(2nm)] b, = sin (n T+ E)

c,=1+2+3+-+n d,=1+3+5+-+2n-1)

8. (K) Egy sorozat n — edik tagja a,, = 2 + %. A sorozat 12. tagja nagyobb — e 6 — nal?

9. (K) Dontsd el, hogy melyik szam a nagyobb az alabbi esetekben!

A:aza, =9+ 3 - (—1)" sorozat 50. tagja vagy a b,, = /n + 7 sorozat 25. tagja

B:aza, = % sorozat 12. tagja vagy a b,, = (—1)"*% + 5 sorozat 99. tagja

C: az a, = 1 sorozat 60. tagja vagy a g tizedestort alakjaban a tizedes vesszd utani
67. jegy

n-17
12n + 88

D:az a,, = cos 7"7" sorozat 43. tagja vagy a b,, = sorozat 101. tagja

E: az a, = 1g(13n — 1) sorozat 77. tagja vagy a b, = "*3/146n + 2 sorozat 7. tagja

10. (K) Hanyadik tagja az alabbi sorozatoknak a 14?

10n + 20
a, =8n—18 b, = — c, = |47 — 7n|
11. (K) Hanyadik tagja az alabbi sorozatoknak a 30?
a,=n?>-11n+18 b, =log, n cn=60-sin%’
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(K) Hanyadik tagja az alabbi sorozatoknak a 9?

@ = 30n - 21
n 350413

b,=n*-10n-2 cn=3V2n+7

(K) Egy sorozat n —edik elemét az alabbi képlettel definialjuk: a, = 3 -2""1 + 2016.
Hanyadik tagja lesz a sorozatnak eldszor hatjegyii?

(K) Hatrozd meg az a, = cos (ng) sorozat 2020. tagjat és az elsé 2018 tag
Osszegét!

(K) Hatarozd meg az a,, = 3 — 2 - (—1)" sorozat 2010. tagjat és az els6 2010 tag
osszegét!

(K) Tekintsiik az a, = (—1)"*1-(2n + 1) sorozatot! Mennyi a sorozat elsé 8
elemének Osszege?

(K) Mennyi a kovetkezo sorozat elsé 5 elemének osszege?

a, = (—1)" - sin [(Zn +1) %]

4

_— +
an+ D nis) ahol n € Z*. Add meg az

(E) Legyen egy sorozat n — edik tagja a,, =
elsd 100 tag osszegeét!

(K) Abrazold derékszogii koordinata — rendszerben az a, = (n — 1) — 4 sorozat
els6 négy tagjat! Hanyadik tagja a sorozatnak a 457

(K) Abrizold koordinata - rendszerben az a,, = 2::;

az a,, szamsorozat 127. tagja? Hany egész szam van az a,, sorozat tagjai kozott?

sorozat elso hét tagjat! Mennyi
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(K) Folytasd az alabbi sorozatokat, add meg a sorozat altalanos tagjat!

-3;-1;1;3;5; ... —-1;-2;—-4;,-8;—-16; ... 1;%;%;

Ul =

)

=

V7; 34/7; 4\/7; §/7; 2/7; 0;1; log, 3;2;l0g,5; ... 1:2;3;1;2; ..

(K) Add meg altalanos tagjaval azt a sorozatot, amelynek elemei:
a) az 5 —tel osztva 2 maradékot ado természetes szamok

b) a7 — tel oszthato természetes szamok

C) a2 természetes szam Kitevojii hatvanyai

d) a pozitiv paros szamok

e) a pozitiv természetes szamok reciprokai

f) a pozitiv természetes szamok négyzetei.

(E) Haromszogszamokat kapunk, ha kavicsokat haromszog alakban rendeziink el
ugy, hogy mindegyik sorban 1 — el tobb kavics van, mint a folotte levében. Mennyi a
100 — adik haromszogszam? Mennyi az n — edik haromszogszam?

(K) Ird fel az alibbi rekurziv médon megadott sorozatok elsé 7 tagjat! (n € N)
a;=3éa,=2a, 1+3(n>1)
by=2by,=1ésb,=(—1)""b,_1+3b,_ ,(n>2)
c1=2;¢,=3és¢cp, =V2 Cp_p (n>2)

di=2;d,=d, 1+5n>1)

er=—3ie, =" (n>1)

fi=L1f2=1fni2=fn+ frsa (m>0)

91=3,92=0,gn2 =290+ gns1 (n>0)

hy=1h,=1h,=h,_ 1+ h, ,(n>2)

i1 = 2;ip4 iy = 22 (0> 2)
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(K) ird fel az alabbi sorozatok elsé 10 elemét! (n € N)

a,=-2;a,=1+2-a,_.4(n>1)

b1=%:bz Z—%;anZ'bn—1+3'bn—z (n>2)
c1=-1c,=n*-2-¢c,_.,(n>1)

dn—2 +dn-3
dl = 1,d2 :2,d3 :S,dn:dn_1+—(n>3)

2

ei=Le,=e,.1+1(n>1)

f1=2,fn=2+fp1(n>1)
1

91=3:9n =2 gn-1(n>1)

h1=1;hn=4——hn_1(n>1)

ii=1i,=4i,=2 (n>2)

ln-2

(K) Egy szamsorozat els6 eleme 5. Szamitsd ki a sorozat elsé ot tagjat, ha a masodik
tagtol kezdve igaz a kovetkezo!

an=2-an_1—6 bn=_3'bn—1+21
(K) Egy sorozat els6 tagja ;, n — edik tagja a, = a,_4 +g (a masodiktol kezdve).
Szamitsd Ki a sorozat elsé négy tagjat!

(K) Egy sorozat elsé tagja (—5), a masodik tagja 2. Minden tovabbi tag a kozvetleniil
elotte allo két tag osszegével egyenlé. Mennyi a sorozat elsé 7 tagjanak osszege?

(K) Egy sorozat elemeire a harmadiktol kezdve teljesiil, hogy a, = a,,_1 — a,,_».
Mennyi a sorozat 2014. tagja és az els6é 2017 tag o6sszege, haa; = 1;a, = 2?
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ap-1+1 , -
—2=1"- rekurziv sorozat! Hatirozd meg a
an-2

sorozat 2012. tagjat és az elso 99 tagjanak az 6sszegét!

(K) Legyen adott az a; = 1;a, = 2;a, =

(K) Legyen adott az a; = 1;a, = 3;a, = % (n > 2)! Hatirozd meg a sorozat

n-2

2012. tagjat és az elso 32 tagjanak az dsszegét!

(K) Egy sorozat tagjaira a harmadiktdl kezdve teljesiil, hogy a,, =2-a,,_{ — a,,_,.
Mennyi a sorozat 2010. eleme és az elsé 2010 elem 6sszege, ha a; = a, = 17?

(K) Egy sorozat elemeire a harmadiktol kezdve teljesiil, hogy a, = a,,_1 — a,,_».
Mennyi a sorozat 2009. eleme és az elsé 2009 tag osszege, ha a; = a, = 17

(K) Egy sorozat els6 és masodik tagja 2, valamint a tovabbi tagokat az
Ani2 =3 a1 — 2 a, (n €Z") képlet hatarozza meg. Add meg a sorozat 2013.
tagjat és az elso 2013 tag osszegét!

(K) Egy sorozatrol tudjuk, hogy minden soron kovetkezé tagja az el6zo kétszeresénél
5 — tel kevesebb. Ha a sorozat 8. tagja 133, akkor mi az elsé tagja?

(K) Egy szamsorozatban minden szam (a 3. szamtol kezdve) az 6t megel6zo két szam
szorzatanal kilenccel kisebb. A sorozat harmadik tagja 3, 6todik tagja 18. Add meg
a szamsorozat els6, masodik és negyedik tagjat!

(E) Az a, sorozatban a; = p; a; = q, adott pozitiv szamok, a sorozat tagjaira igaz,
hogy a2 = Ins1tl Adqd meg a sorozat 2014. tagjat p és q segitségével!

a,

(E) Egy szamsorozat elsé6 tagja 5. Add meg a sorozat elsé hat tagjat, ha tudjuk, hogy
a,,1 =2-a,+1,aholn € Z*! Fejezd ki a sorozat n — edik tagjat n segitségével!
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(E) Az (a,) sorozatot a kovetkezé6 modon lehet megadni: a; = 1; a, = 2 és minden
n>1egészre a,,, = 3 a,,1 — 2 - a,. Fejezd ki a,, — t n —nel!

(E) Egy sorozat elemei pozitiv egész szamok, a harmadiktoél kezdve mindegyik elem
az Osszes 6t megel6zo elem osszege. A sorozat elsé eleme 1. Mekkora lehet a sorozat
masodik eleme, ha a sorozat n — edik eleme 1000, és n a leheté legnagyobb?
Lehet — e eleme a sorozatnak a 20107

(K) Egy lépcson felfelé haladva egyszerre 1 vagy 2 lépceséfokot 1éphetiink. Ha azt a
lépcsofokot, amelyiken eredetileg allunk, az elsé lépcséfoknak tekintjiik, akkor
hanyféleképpen juthatunk fel

a tizedik a tizenegyedik az n — edik lépcséfokra?

Milyen sorozatot kapunk, ha a sorozat elemeinek az adott lépcséfokra torténo
feljutasi lehetéségek szamat tekintjiik?

(K) Hanyféleképpen juthatunk fel egy 10 lépcsobol allo 1épesésoron, ha egyszerre
egyet, kett6t vagy harom lépcsofokot 1épiink?

(E) Ird fel zart alakban: 1-4+2-7 4 -4+ n-(3n+ 1)!

1 5

17125
LA
(E) Az {a,,} sorozat altalanos tagja: a,, =< ... [(53)25]

a) Szamitsd ki a sorozatbol az elsé harom tag 6tos alapu logaritmusanak az 6sszegét!

b) Igazold, hogy az logi[logs(azg11)] oszthatéo 503 — mal!
5

(E) lgazold, hogy a Fibonacci — sorozat minden negyedik tagja oszthato 3 — mal!

(E) Adjuk ossze a Fibonacci — sorozat tagjainak négyzetét az elejétol kezdve az
n — edik tagig. Mi lesz az osszeg?
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