Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Mennyi a vége?

Erdekes feladat meghatarozni azt, hogy egy szorzas vagy hatvanyozas esetén, legyen
barmilyen nagy szamokrol is szo, miként tudjuk eldonteni, hogy mi lesz az eredmény utolso
szamjegye. A kovetkezOkben azt szeretném megmutatni, hogy amennyiben a szamoldgép mar
nem tud ebben segitségiinkre lenni, mert a szorzat értéke til nagy, akkor mi mégis miként
tudunk kénnyedén megoldani egy ilyen problémat.

Tekintsiik eloszor a szorzast. Legyen a szorzat két szama P és Q. A szamok
felirhatdak a kovetkez6 alakokban is: P = 10A + B és Q = 10X + Y, ahol B és Y az eredeti
szamok utols6é szamjegyeit jelolik, mig az A és X az utolsé szamjegyek elhagyasaval

keletkez6 szamokat. Szorozzuk 0ssze a két eredeti szamot:

P-Q=(104+B)- (10X +y) = 100 AX + 10 AY + 10 BX + BY.

Ekkor lathatd, hogy a végeredmény egy olyan négytagu Osszeg, melynek elsé harom
tagja biztosan 0 - ra végz6dik (a 10 - zel és 100 - zal valé szorzas miatt). igy tehat az 6sszeg
utolsé szamjegye a negyedik tag utols6 szamjegyével fog megegyezni, ami éppen az eredeti
szamok utols6 szdmjegyeinek szorzata (BY).

Természetesen ez kiterjeszthetd tobbtagl szorzasra is. A szorzat utolsd szdmjegye

mindig a szorz6tényezok utolsod szamjegyének szorzatatol fog fiiggni.

1. Mennyi az 1234567 - 9394959 szorzat értékének utolso szamjegye?

Megoldas:
7 -9 = 63, tehat 3 lesz az utols6 szamjegy.

2. Mennyi az 1234 - 4567 - 7891 - 2468 - 13579 szorzat értékének utols6 szamjegye?

Megoldas:

4-7-1-8-9 = 2016, tehat 6 lesz az utols6 szamjegy. Amennyiben még igy is tul nagy
szam jonne ki, akkor masképpen is eljarhatunk. Szorozzuk Ossze az elsd két szam utolso
szamjegyét, majd az igy kapott szam utols6 szamjegyét szorozzuk meg a harmadik szamunk

utolso szamjegyével. Ezt tovabb folytatjuk, mig a végére nem ériink.
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Tekintsiik most a hatvanyozast. A hatvanyozas sordn egy szamot szorzunk meg
onmagaval, igy tehat az eljaras hasonlo lesz. Els6 1épésben meg kell nézniink, hogy az utolso
szamjegy hatvanyai milyen szamokra végzddnek. Amennyiben az utolsé szamjegy:

e 0, akkor 0' = 0;0% = 0; ...

e 1,akkor 1t =1;1% =1;...

o 2,akkor 2! = 2;2% = 4;23 = 8;2* = 16; 2% = 32; ...

e 3,akkor 3! = 3;3%2 =9;3% =27;3* =81;3% = 243; ...

o 4, akkor 4! = 4;4% = 16; 43 = 64; ...

e 5, akkor 5 = 5;5% = 25; ...

e 6, akkor 6 = 6; 6% = 36; ....

o 7,akkor 71 = 7;7% = 49; 73 = 343;7* = 2401; 7° = 16807 ...
e 8, akkor 8 = 8;8% = 64;83 = 512;8* = 4096; 8> = 32768; ...
e 9,akkor 9! =9;9% = 81;9° = 729; ...

Lathato, hogy az utols6 szamjegyek egy bizonyos hatvanytél mindig ismétléddni fognak az
adott sorrendben.

Miutan az (egymastol kiilonbozo) utolsd szamjegyeket felirtuk, a kovetkezd 1épés az,
hogy a hatvanykitevot elosztjuk a szamjegyek szdmaval. Ezt kovetden az osztds soran
keletkez6 maradék fogja megmutatni, hogy mi lesz a hatvanyozas eredményének utolsé

szamjegye. Végiil, a sorba leirt utolsé szamjegyek koziil azt kell tekinteniink, amely a

maradék altal megadott helyen talalhat6 (0 maradék esetén az utolsé szam a sorban).
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3. Mennyi a 2007854 - en értékének utolsé szamjegye?

Megoldas:
A 2007 utols6 szamjegye 7. A 7 hatvanyainak utols6 szamjegyei sorrendben: 7;9; 3; 1; 7; ...

Lathatd, hogy négy kiilonb6zé szdmjegy lehetséges, ezért a hatvanykitevot néggyel kell
elosztanunk: 1854 — ben a 4 megvan 463 — szor és a maradék 2. Ebbdl addodik, hogy az

utols6 szamjegyek soraban a masodik szam lesz a megoldas.

Ezek alapjan a hatvanyunk értéke 9 - esre fog végzddni.

4. Mennyi az 19932900 — 1995 + 1992 kifejezés értékének utolso szimjegye?

Megoldas:
Az 1993 utolsé szdmjegye 3. A 3 hatvanyainak utols6 szamjegyei sorrendben: 3;9;7; 1; 3; ...

Lathat6, hogy négy kiilonbozd szamjegy lehetséges, ezért a hatvanykitevét néggyel kell
elosztanunk: 2000 — ben a 4 megvan 500 — szor és a maradék 0. Ebbdl adodik, hogy a sorban
a negyedik szam lesz a hatvany értékének utolsé szamjegye, vagyis 1 — es.

Végiil végezziik el a miileteket a kifejezésben szerepld harom szam utolsé szamjegyével:
1—-542=-2. Mivel —2 nem lehet az utolsé szamjegy, ezért ezt ugy kell értelmezniink,

hogy 10 — 2 = 8.

Ezek alapjan a hatvanyunk értéke 8 - asra fog végzddni.
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