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Ellipszis, hiperbola egyenlete

DEFINICIO: (Ellipszis)

Ellipszisnek nevezziik a sik azon P pontjainak halmazat, amelyeknek két adott F; és F, ponttol
mért tavolsaguk 6sszege allando érték, s ez az allando a két adott pont tavolsaganal nagyobb:
d(P;F,) +d (P;F,) =2a>d (F; Fy).

Megjegyzés:
e Az adott F; és F, pontokat az ellipszis fokuszpontjainak nevezziik.

o A fokuszpontokra illeszkedé egyenes az ellipszis egyik szimmetriatengelye. Az ellipszis ebbdl
kimetszi az AB szakaszt, s ezt az ellipszis nagytengelyének nevezziik.

o A fokuszpontok tdavolsaganal nagyobb 2a dllando az ellipszis nagytengelyének hossza:
d (4; B) = 2a.

o A nagy tengely felezomerolegese az ellipszis masik szimmetriatengelye. Az ellipszis ebbol
kimetszi a CD szakaszt, s ezt az ellipszis kistengelyének nevezziik. A kistengely hosszat
2b - vel jeloljiik: d (C; D) = 2b.

o Az ellipszisnek a tengelyekkel vett metszéspontjait tengelypontoknak nevezziik.

o A két tengely O metszéspontia az ellipszis szimmetria - kozéppontja (centruma). A
fokuszpontok centrumtol valo tavolsagat linedris excentricitisnak nevezziik és ¢ — vel
Jjeloljiik: d (Fy;0) =d (F,;0) =c.

o Ad (F;P)=r ésad (Fy; P) =, szakaszokat vezérsugaraknak nevezziik: vy + r, = 2a.
o A fokusz koriil a nagytengellyel, mint sugarral irt kort az ellipszis vezérkorének nevezziik.

o Az O kozéppontu, a sugaru kort az ellipszis fokorének nevezziik.
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o A szimmetriabdl adodik, hogy d (A; F;) = d (B; F,).
Ezek alapjan d (A; F,) +d (A;F,) =d (B;F,) +d (4; F,) = 2a.

o A szimmetriabol adodik, hogy d (C; F,) =d (C; F,) = a.
Ezek alapjan Pitagorasz — tétel segitségével felirhatjuk a kovetkezét: a? = b? + c2.

e HaF, = F,, akkor az ellipszis kor.

o Az ellipszis masképpen azon pontok halmaza a sikon, melyek koriil az egyik fokuszon
dthalado és a masik fokusz koriili vezérkort érinto kor irhato.

DEFINICIO: (Ellipszis belsé pontja)
A sik egy P pontja az ellipszis bels6 pontja, ha d (P; F;) + d (P; F,) < 2a = d (4; B).

DEFINICIO: (Ellipszis kiilsé pontja)
A sik egy P pontja az ellipszis kiils6 pontja, ha d (P; F;) + d (P; F,) > 2a = d (4; B).

Ellipszis kézépponti egyenlete:

Ha az ellipszis kozéppontja az origd (nagytengelye az x — tengellyel, kistengelye az
y —tengellyel esik egybe), fokuszpontjai az F; (—c; 0) és F, (c; 0) pontok és nagytengelyének
hossza 2a (> 2c), kistengelyének hossza pedig 2b (< 2a), akkor az ellipszis kozépponti

2 2)
(kanonikus, tengelyponti) egyenlete: % + z—z =1.

Megjegyzés:
Ha az ellipszis kozéppontja az origotdl kiilonbozo K (u; v) pont és a nagytengelye parhuzamos
(x-w? n -v? _ 1

a? b2

az x — tengellyel, akkor az egyenlete:

DEFINICIO: (Ellipszis érintéje)
Az ellipszis érint6je olyan egyenes, melynek egy kozds pontja van az ellipszissel és minden
tovabbi pontja kiils6 pont.

DEFINICIO: (Ellipszis radiuszvektora)
Az ellipszis P pontjahoz tartozé radiuszvektorokon a 17 (P; Fy) és 1, (P; F,) reprezentanst
vektorokat értjiik.

TETEL:
Az ellipszis minden pontjdba egy és csak egy érintd hiizhato, amely felezi a ponthoz tartozo
radiuszvektorok mellékszogét.
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Ellipszis szerkesztése:

e 1. modszer:
Els6é 1épésben felvesszilk az ellipszis tengelyeit és megszerkesztjik az ellipszis
fokuszpontjait. Ezt kovetden az OF, szakaszon felvesziink egy tetszdleges S; segédpontot.
A fokuszpontok egyikébdl AS;, a masikbol BS; sugart, egymast metsz6 koriveket rajzolunk.
A keletkezé Ej; E, metszéspontok az ellipszis pontjai lesznek. Tovabbi segédpontok
felvételével hasonld mdodon szerkeszthetd az ellipszis tobbi pontjai is.

e 2.modszer:
Els6 Iépésben felvessziik az ellipszis fokuszpontjait és megszerkesztjiik az ellipszis
tengelyeit. Ezt kovetéen az F; fokuszpont koriil megrajzoljuk a vezérkort 2a sugarral. A
vezérkoron felvesziink egy tetszéleges S; segédpontot, majd megrajzoljuk az F,S; szakasz
felezOmerdlegesét. A felezdmerdleges és az F;S; szakasz metszéspontja az ellipszis E;
pontja lesz. Tovabbi segédpontok felvételével hasonldé mddon szerkeszthetd az ellipszis
tobbi pontjai is.

e 3. modszer: (fonalszerkesztés)
Els6 1épésben egy fonalat két végénél rogzitiink, ahol a fonal hossza legyen nagyobb a
rogzitési pontok tavolsdgandl. Ezt kovetden, ha a fonalat kifeszitjiik, akkor annak az
ellipszisnek egy pontjat kapjuk, melynek nagytengelye a fonal hossza, fokuszai pedig a
rogzitett pontok. Ha a fonal nem lazul meg, akkor a kifeszitési pont valtoztatdsaval
megrajzolhato az ellipszis.

DEFINICIO: (Hiperbola)

Hiperbolanak nevezziik a sik azon P pontjainak halmazat, amelyeknek két adott F; és F, ponttol
mért tavolsaguk kiilonbségének abszolutértéke allando érték, s ez az allandé a két adott pont
tavolsaganal kisebb: |d (P; F,) —d (P; F,)| = 2a < d (Fi; F).
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Megjegyzés:

Az adott F; és F, pontokat a hiperbola fokuszpontjainak nevezziik.

A fokuszpontokra illeszkedd egyenes a hiperbola egyik szimmetriatengelye. A hiperbola
ebbdl kimetszi az AB szakaszt, s ezt a hiperbola valés tengelyének (fotengelyének) nevezziik.

A fokuszpontok tavolsagandl kisebb 2a dllando a hiperbola valos tengelyének hossza:
d (4;B) = 2a.

A hiperbolanak a valos tengellyel vett metszéspontjait tengelypontoknak nevezziik.

Az AB szakasz O felezépontia a hiperbola szimmetria - kézéppontja (centruma). A
fokuszpontok centrumtol valo tavolsagat linedris excentricitasnak nevezziik és ¢ — vel
jeloljiik: d (Fy;0) = d (F,;0) = c.

A valos tengely felezo merdlegese a hiperbola madsik szimmetriatengelye. Ennek a
hiperbolaval nincs kézés pontja, azonban bevezethetiink egy szakaszt, amely megfelel az
ellipszis kistengelyének. A valds tengely egyik végpontjabol ¢ sugaru korzonyilassal
metssziik el a szimmetriatengelyt. A kapott CD szakaszt a hiperbola képzetes tengelyének
(mellék tengelyének) nevezziik. A képzetes tengely hosszat 2b - vel jeloljiik: d (C; D) = 2b.
Az F,P =r, és F,P = r, szakaszokat vezérsugaraknak nevezziik: |ry — r,| = 2a.

A fokusz koriil a valostengellyel, mint sugarral irt kért a hiperbola vezérkorének nevezziik.

Az O kozéppontu, a sugaru kort a hiperbola fokorének nevezziik.

A szimmetriabol adodik, hogy d (A; F;) = d (B; F,).
Ezek alapjan d (A; F,) —d (A;F) =d (A;F,) —d (B; F,) = 2a.

A Pitagorasz — tétel segitségével felirhatjuk a kévetkezét: c? = a? + b2.

A hiperbola masképpen azon pontok halmaza a sikon, melyek koriil az egyik fokuszon
dthalado és a masik fokusz koriili vezérkort érinté kor irhato.

Hiperbola egyenlete:

Ha a hiperbola kozéppontja az origd (valdsengelye az x — tengellyel, képzetes tengelye az
y —tengellyel esik egybe), fokuszpontjai az F; (—c; 0) és F, (c; 0) pontok és valostengelyének
hossza 2a (< 2c¢), kistengelyének hossza pedig 2b, akkor a hiperbola kdzépponti (kanonikus,

2 2
tengelyponti) egyenlete: % - % =1.

Megjegyzés:
Ha a hiperbola kozéppontja az origotdl kiilonbozé K (u; v) pont és a valostengelye parhuzamos

az x —tengellyel, akkor az egyenlete:

Ccmw? _ -w?_

a? b2
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DEFINICIO: (Hiperbola belsé pontja)
A sik egy P pontja a hiperbola bels6 pontja, ha |d (P; F;) —d (P; F,)| > 2a = d (4; B).

DEFINICIO: (Hiperbola kiilsé pontja)
A sik egy P pontja a hiperbola kiils6 pontja, ha |d (P; F;) —d (P; F,)| < 2a = d (4; B).

DEFINICIO: (Hiperbola érintéje)
A hiperbola érintdje olyan egyenes, melynek egy k6zds pontja van a hiperboldval és minden
tovabbi pontja kiils6 pont.

DEFINICIO: (Hiperbola radiuszvektora)
A hiperbola P pontjahoz tartozo radiuszvektorokon a 77 (P; F,) és 15, (P; F,) reprezentanst
vektorokat értjiik.

TETEL:
A hiperbola minden pontjaban egy és csak egy érintd hiizhatd, amely felezi a ponthoz tartozo
radiuszvektorok szogét.

Hiperbola szerkesztése:

e 1. moddszer:
Elsé Iépésben felvessziikk a hiperbola tengelyeit és megszerkesztjiik a hiperbola
fokuszpontjait. Ezt kdvetden a valos tengely egyenesén, az F; F, szakaszon kiviil felvesziink
egy tetszoleges S; segédpontot. A fokuszpontok egyikébdl AS;, a masikbol BS; sugaru,
egymast metsz6 koriveket rajzolunk. A keletkez6 H;; H, metszéspontok a hiperbola pontjai
lesznek. Tovabbi segédpontok felvételével hasonld modon szerkeszthetd a hiperbola tobbi
pontjai is.

e 2. modszer:
Els6 lépésben felvessziik a hiperbola fokuszpontjait és megszerkesztjilk a hiperbola
tengelyeit. Ezt kovetéen az F; fokuszpont koriil megrajzoljuk a vezérkort 2a sugarral. A
vezérkoron felvesziink egy tetszéleges S; segédpontot, majd megrajzoljuk az F,S; szakasz
felezOmerdlegesét. A felezOmerdleges €s az FS; egyenes metszéspontja a hiperbola egy H;
pontja lesz. Tovabbi segédpontok felvételével hasonld modon szerkeszthetd a hiperbola
tobbi pontjai is.

Megjegyzés:
A vezérkor és a fokuszokra emelt Thalesz — kér metszéspontjaiba huzott sugarral parhuzamos
O pontra illeszkedo egyenesek a hiperbola aszimptotdi: ezeket a hiperbola egyre jobban

megkozeliti, de soha nem éri el. A kozépponti egyenletii hiperbola aszimptotdinak egyenlete:

b
y = +Zx
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Gyvakorlo feladatok

1. ird fel annak az ellipszisnek az egyenletét, amelynek fokuszpontjai F, (—4;0) és
F;, (4;0), tovabba nagytengelyének hossza 10!

2. Ird fel annak az ellipszisnek az egyenletét, amelynek fokuszpontjai F, (—3;2) és
F; (9;2), tovabba nagytengelyének hossza 13!

2 2
3. Dontsd el, hogy az ;—5 + y? =1 egyenletii ellipszishez képest hol helyezkednek el a
P (0;-3),Q (4;—2) és R (—4; 1) pontok?

4. Szamitsd ki az ellipszis nagytengelyének, illetve kistengelyének hosszat, valamint a
fokuszainak koordinatait!

x2 yZ
) Teo T 1aa =1

2 a2
b) (x-tl_Z) + 6% 23) =1

c) 9x% + 16y* = 25

d) x* +4y*> +16y +12=0

5. ird fel az ellipszis egyenletét, ha centruma az O (2 ; —3), egyik fokusza az F; (5; —3)
pont, nagytengelye pedig 8!

6. Egy ellipszis Kistengelyének hossza 32, szimmetriatengelyei a koordinatatengelyek,
egyik fokuszpontja pedig F, (5;0). Szamitsd ki a masik fokuszpont koordinatait, a
nagytengely hosszat, és ird fel az ellipszis egyenletét!

2 2
7. Egy ellipszis egyenlete Z—5+i’—6= 1. Milyen hosszisagu vezérsugarak tartoznak

azokhoz az ellipszispontokhoz, amelyeknek akkora az abszcisszajuk, mint a
gyujtopontoknak?
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’ 2 2
8. Ird fel a P (10; —8) pontbdl az ;—5 + i'—(’ = 1 ellipszishez huizhaté érintok egyenletét!

9. Hol vannak a sikban azon kérok kozéppontjai, amelyek érintik az x? + y? = 16
egyenletii kort, és atmennek a P (3; 0) ponton?

10. Hatirozd meg a 4x? + 9y? = 36 ellipszis azon szel6jének az egyenletét, amely
athalad a P (1; 1) ponton, és amelyre teljesiil, hogy a kimetszett hirt a P pont felezi!

11. ird fel a hiperbola egyenletét, ha szimmetriatengelyei a koordinatatengelyek, valos
tengelyének hossza 6, egyik fokuszpontja pedig F{ (—7;0)!

12. ird fel annak a hiperbolinak az egyenletét, amelynek fokuszpontjai F; (—5;0) és
F, (5;0), tovabba valés tengelyének hossza 8!

13. Szamitsd ki a hiperbola valés és képzetes tengelyének a hosszusagat, valamint
fokuszainak a koordinatait! Ird fel az aszimptotainak egyenletét!

[

X

2
)g-5=1

2 2
p ) _

1

) 4x2 —y? =1
d) 9x% + 36x —4y?> + 24y —36 =0

2

2
14. Dontsd el, hogy az % - i’—6 = 1 egyenletii hiperbolahoz képest hol helyezkednek el a
P(1;2),Q (5; 13—6) és R (—5;4) pontok?

15. Egy hiperbola aszimptotiinak egyenlete y = i%x, érintdje az 5x —6y—8=0
egyenes. Ird fel a hiperbola egyenletét!
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17.

18.
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20.
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Hatarozd mega6x +y+ b = 0 egyenletii egyenes paraméterének értékét, ha tudjuk,

x2
hogy az egyenes érinti az E — E = 1 hiperbolat!

Egy hiperbola szimmetriatengelyei a koordinatatengelyek, fokuszpontjai

illeszkednek az x — tengelyre, két pontja pedig P ( ) és Q (— 313, —3) frd fel a

hiperbola egyenletét, és szamitsd ki a fokuszpontok koordinatait!

Az xy = 2 hiperbola melyik pontja van az origohoz a legkozelebb?

2 2
Hatarozd meg az % - :—5 = 1 egyenletii hiperbolaba irhat6 négyzet csuicsait!

Hol vannak azok a pontok a sikban, amelyek haromszor akkora tavolsagra vannak a
P (1;1) ponttol, mint az e: x = 3 egyenletii egyenest6l?
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