Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Bizonyvitasok

Bizonyitasi modszerek:

Direkt bizonyitas:

Ez a leggyakoribb bizonyitasi mddszer. Ennek 1ényege a kovetkezd: Ismert definiciok,
tételek segitségével 1épésrol 1épésre torténd kovetkeztetések levonasa utan jutunk el a
bizonyitando allitashoz.

Indirekt bizonyitas:

Ennek lényege a kovetkezd: Egy allitds bizonyitasat ugy végezziik el, hogy elészor
feltételezzilk az allitas tagadasat, majd ebbdl kiindulva, 1€pésrdl 1épésre torténd
kovetkeztetések levonasa utan egy ismert allitassal ellentmondo allitdshoz jutunk. Ezt az
ellentmondast csak ugy oldhatjuk fel, ha a kiindulési feltételezésiink (a bizonyitandoé allitas
tagaddsa) nem igaz. Ekkor azonban az eredeti allitas igaz.

Teljes indukcio:

Ennek lényege a kovetkezd: A természetes szamokkal kapcsolatos allitast eldszor
ellendrizziik néhany konkrét szamértékre, pl.: n = 1 —re, n = 2 - re. Ezutan megmutatjuk,
hogy ha valamely k természetes szamra igaz az allitds (a k 1étezését mar szamitassal
ellendriztiik), akkor a kovetkezd k + 1 természetes szamra is igaz lesz. Ekkor a tulajdonsag
k —16l k + 1 —re 6roklédik, vagyis az allitds minden természetes szamra igaz lesz.

Skatulya — elv:

Ennek lényege a kovetkezd: Azt hasznaljuk fel, hogy ha van n darab sktulyank, és ezekbe
n - nél tobb dolgot helyeziink el, akkor biztosan lesz legaldbb egy olyan skatulya, amelybe
egynél tobb dolog kertil. Tovabba, ha az n skatulydba n - k — nal tobb dolgot helyeziink el,
akkor biztosan lesz legalabb egy olyan skatulya, amelybe k — nal tobb dolog kertil.
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TETEL:

Legyen az ellipszis kozéppontja az origd (nagytengelye az x — tengellyel, kistengelye az

y —tengellyel esik egybe), fokuszpontjai az F; (—c; 0) és F, (c; 0) pontok és nagytengelyének

hossza 2a (> 2c¢), kistengelyének hossza pedig 2b (< 2a). Ha P (x; y) az ellipszis tetszbleges
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pontja, akkor a kbzépponti (kanonikus, tengelyponti) egyenlete: Z—Z + i— =1.
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Bizonyitas:
Az ellipszis definici6jabol a kovetkez6 adodik: d (P; F;) + d (P; F,) = 2a.

Helyettesitsiik be az adatokat: /(x + ¢)2 + (y — 0)2 +/(x — ¢)2 + (y — 0)2 = 2a.

Ebbdl a kovetkez6t kapjuk: / (x + ¢)? + y2 = 2a — /(x — ¢)? + y2.

Mivel mindkét oldal pozitiv (2a > d (P; F,)), igy emeljiink négyzetre:

(x+c)+y2=4a’—4a-J(x—c)2+y2+ (x —c)? + y?

Rendezziink 4t az egyenletet a kovetkezoképpen: a? — cx = a - /x% — 2cx + c2 + y2,

Mivel mindkét oldal pozitiv (a > ¢ és a > |x|), igy emeljiink négyzetre:

c?x? — 2a%cx + a* = a®- (x? — 2cx + c? + y?)
Rendezziink 4t az egyenletet a kovetkezoképpen: x2 - (a® — ¢?) + a®y? = a? - (a® — ¢?).

Mivel a? = b% + ¢2, igy ebbdl a kovetkezd adodik: b? = a? — c2.

Ezt az egyenletbe helyettesitve a kovetkezdt kapjuk: a?b? = x2b? + a?y?2.
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Ebbdl rendezés utan addodik a bizonyitando allitas: Z_Z + Z_Z =1.
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TETEL:

Legyen a hiperbola kdzéppontja az origd (valdsengelye az x — tengellyel, képzetes tengelye az
y —tengellyel esik egybe), fokuszpontjai az F; (—c; 0) és F, (c; 0) pontok és valostengelyének
hossza 2a (< 2c), kistengelyének hossza pedig 2b. Ha P (x; y) a hiperbola tetszéleges pontja,

2 2
akkor a k6zépponti (kanonikus, tengelyponti) egyenlete: Z—Z — Z—z =1.

Bizonyités:
Az ellipszis definici6jabol a kovetkez6 adodik: |d (P; Fy) —d (P; F,)| = 2a.

Helyettesitsiik be az adatokat: |\/(x +c)2+ (y—0)2 - \/(x -+ (y— 0)2| = 2a.

Ebbdl a kovetkezot kapjuk: i/ (x + ¢)? + y2 = +2a ++/(x — ¢)? + y2.

Amennyiben a P pont a hiperbola jobb oldali agara illeszkedik, akkor az egyenlet jobb oldalan
+2a, ha a baloldali agan helyezkedik el, akkor —2a szerepel. Ez utobbi esetben
d (P; F,) > 2a adodik, tehat mindkét esetben mindkét oldal pozitiv, igy emeljiink négyzetre:

(x+c)+y?=4a’+4a-J/(x—c)2+y2+ (x —c)? +y?

Rendezziink 4t az egyenletet a kovetkezoképpen: cx — a? = +a - /x% — 2cx + ¢2 + y2.

Mivel ¢ > a és |x| = a, igy |cx| > a?, vagyis az egyenlet mindkét oldala, attol fiiggden, hogy
a P pont a hiperbola melyik 4gara illeszkedik, egyszerre lesz pozitiv, illetve negativ, igy
emeljlink négyzetre:

c?x? —2a%cx +a* = a? - (x? — 2cx + c? + y?)
Rendezziink 4t az egyenletet a kdvetkezOképpen: x2 - (a? — c?) + a?y? = a? - (a? — c?).

Mivel c2 = a? + b?, igy ebbdl a kovetkezé adodik: —b? = a? — c2.

Ezt az egyenletbe helyettesitve a kovetkezét kapjuk: —x?b? + a?y? = —a?b?.
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Ebbdl rendezés utan adodik a bizonyitando allitas: z—z - z—z = 1.



