Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Tomegkozéppontok koordinatai

A koordinata — geometria témakore geometriai problémakat old meg algebrai mddszerekkel
ugy, hogy a geometriai fogalmaknak algebrai fogalmakat feleltet meg: a pontokat, vektorokat
rendezett szamparral (koordinatakkal), a vonalakat pedig egyenlettel jellemezziik.

Megjegyzés:

o FEgy vektor koordinatdii megegyeznek az origo kezdopontu reprezentansa vegpontjanak
koordinataival, vagyis egy pont és a pont helyvektoranak koordinatai megegyeznek.

o A koordindta — rendszer x - tengelyét abszcisszatengelynek, az y - tengelyét ordindta
tengelynek nevezziik.

e Egy adott pont elsé koordindtajat a pont abszcisszajanak, a masodik koordinatdjat a pont
ordindtajanak nevezziik.

o A koordindta — rendszer kélcsonosen egyértelmii hozzarendelést létesit a sik pontjai és a
rendezett szamparok kézott.

TETEL:
Az A (aq; ay) és B (by; by) pontok tavolsaga, vagyis az AB szakasz, illetve az AB vektor

hossza: dyp = |AB| = |AB| = \/(b; — a)? + (b; — ay)?.

TETEL:

Az A(ay; ay) és B (by; by) pontokkal megadott szakasz F (fy; f,) felezOpontjanak
koordinati egyenl8k a megfelelé koordinatak Ssszegének felével: f; = = : P2 ¢s fo = azT'l'bz
TETEL:

Az A (aq; ay) és B (by; by) pontokkal megadott szakasz A — hoz koézelebbi H; (xq;y1)
harmadol6 pontjanak koordinatéi: x; = Zathig V= 22t by

3 3

Az A (ay; ay) és B (by; by) pontokkal megadott szakasz B — hez kozelebbi H, (x;y5)

, .y T a; +2by , a +2b
harmadol6 pontjanak koordinatai: x, = — - lésy, = %
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TETEL:
Az A (ay; a,) és B (by; by) pontokkal megadott szakaszt m : n aranyban oszto P (p;; p2) pont
T n-a;+m-by , n-a;+m-b,
koordinatai: p; = ————¢ésp, = ——
m+n m+n

Megjegyzés:
e Ham =n =1, akkor P pont a szakasz felezépontja.

e Haom=1ésn=2,vagym = 2 ésn = 1, akkor a P pont a szakasz harmadolo pontja.

TETEL:
Az A (aq; ay), B (by; by) és C (cq; c;) csucspontl hdromszog S (s1; S,) sulypontjdnak
sy a1+b1+C1, a2+b2+C2

koordinatai: s; = — 2=

TETEL:

Az A(ay; ay), B (by; by), C(cqy; c3) €és D (dy; dy) csucsponti négyszog S (sq; S3)
, ., e sy a1+b1+C1+d1, a2+b2+C2+d2

sulypontjanak koordinatai: s; = ———————¢&s 5, = —
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Gyvakorlo feladatok

K: kozépszintii feladat E: emelt szintii feladat

1. (K) Forgasd el a P (10;7) pontot az orig6 koriil +90°, illetve —90° - Kkal! Ird fel az
elforgatott pontok korordinatait!

2. (K) Hatarozd meg az A (—1;1),B (0; —3),C G, 4) és a D (dy; d;) pontoknak az

a) x - tengelyre vonatkozo tiikorképét;
b) az x - tengelyre esé merdleges vetiiletét;
C) y - tengelyre vonatkozé tiikkorképét;
d) az y - tengelyre es6 meroleges vetiiletét;

e) az origora vonatkozo tiikorképét!

3. (K) Adott az els6 siknegyedben a P (a; b) pont. Tiikrozd a P pontot sorra az alabbi
megadott egyenesekre, illetve pontra ugy, hogy mindig a kapott tiikorképpontot kell
tovabb tiikrozni! Allapitsd meg a kapott pontok koordinatait!

A: az x —tengelyre B: az origora

C:az y = x egyenesre D: az x = 3 egyenesre

4. (K) Milyen alakzaton talalhaték azok a pontok, amelyek az x — tengelytdl, illetve az
y — tengelytdl 3 egység tavolsagra helyezkednek el? Mit tudunk mondani az ilyen
tulajdonsagu pontok koordinatairol?

5. (K) Milyen alakzaton talalhatok azok a pontok, amelyek a két koordinatatengelytol
ugyanakkora tavolsagra helyezkednek el? Mit tudunk mondani az ilyen tulajdonsagu
pontok koordinatairél?
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6. (K) Szamitsd ki a kovetkezé pontok origotol valo tavolsagat! (a, b € R)

A(2;2) B (0; -3) C(-3;,—-4) D (5;-12)
EG;—;) F(—%;6i) G(a,—a) H(a+ b;a—b)

7. (E) Szamitsd ki a kovetkezo pontok origétél valo tavolsagat!

A (—7;-3) B (9;V13) C (V6;-2-3) D (VZ;V7)
E(i-) F(-39) ¢ (3+7) o (50

8. (K) Hatarozd meg a szakasz hosszat, ha a végpontok koordinatai a kovetkezok!
A(-1;3) és B (5;2) € (0;1) és D (3;2) E (-2;-5) és F (7; —10)
1.2\, 7 3 . 1 .
G (—; ——) és H (—g; —4) I (11; —8) ésJ (—21; 9) K (2008; 2010) és L (2013;2022)

5 3

P (-3;0,5) és Q (5;6%) X (2;6) ésY (89) Z (0;-3) és W (—3;—7)

9. (E) Hatarozd meg a szakasz hosszat, ha a végpontok koordinatai a kovetkezok!

A1) és B (V2;—V2) € (V3;V6) ésD (V2;-1) E(—V8;V3)ésF (V2; —V12)

G (-2 -VZ; —V2) és H (3 -VZ;V32) P(x/ﬁiﬁ;%;ﬁ)ésq(\/ﬁ;ﬁ;\/ﬁ:ﬁ)

10. (K) Az alabbi pontokrol szamitasokkal dontsd el, hogy melyek illeszkednek az
0 (—5; —1) kozépponti, 13 sugaru korre!

A(0;11) B (-17;4) C (6;-5) D (7;-6) E (-10;-13)

11. (K) Adott az A (2;5) pont. Keress a koordinata — rendszerben olyan pontokat,
amelyeknek az A ponttol valo tavolsaga a kovetkezo! Mennyi ilyen pont van?

2 egység 1 egység V2 egység 0 egység
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(K) Egy kor kozéppontja a K (0; —13) pont és érinti az x tengelyt. Athalad — e a kor

aP;(11;—-6) és a P, (—5; —1) pontokon?

(K) Hatarozd meg a kor kozéppontjanak koordinatait, ha a kor athalad a P (—4; 2)
ponton és az x - tengelyt az E (2; 0) pontban érinti!

(K) Hatirozd meg a kor kozéppontjanak koordinatait, ha athalad a P (4;2)
koordinataju ponton és mindkét koordinatatengelyt érinti!

(K) Hatarozd meg azt a P pontot az abszcisszatengelyen, amelynek az 4 (3; 1) ponttél
valo tavolsaga 5 egység!

(K) Hatarozd meg azt a Q pontot az ordinatatengelyen, amelynek a B (3; —2) ponttél
valo tavolsaga 4 egység!

(K) Hatarozd meg azt a P pontot, amelynek ordinitija haromszorosa az
abszcisszajanak, tovabba az A (2; 7) ponttol valé tavolsaga V29 egység!

(K) Hatarozd meg azt az A pontot, amelynek abszcisszaja ottel kisebb, mint az
ordinataja, tovabba a P (—3; 4) ponttol valé tavolsiaga V20 egység!

(K) Hatarozd meg az x - tengely azon pontjanak koordinatait, amely egyenld tavol
van az origotol és a (9; —3) ponttol!

(K) Hatarozd meg az y - tengelynek azt a P pontjat, amely az A (2;1) és a B (6;5)
koordinataju pontoktol egyenlo tavolsagra van!

(K) A P (x;y) pont ugyanolyan tavolsagra van az A (3; 1) ponttél, mint a B (—2;5)
ponttol. Milyen algebrai 6sszefiiggés van a P pont x és y koordinatai kozott?
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(K) Egy koordinata — rendszerben adott az A (5;3) és a B (9; 7) pont. Add meg azt a
pontot, amely A — tél és B — t6l egyarant 4 egységnyire van!

(E) Egy négyzet két szemkozti csucsa A (—2;—1) és C (1;8). Milyen hossziisagu a
négyzet oldala?

(K) Bizonyitsd be, hogy ha a P (x;y) pont az O (2; —1) ponttél 5 egység tavolsagra
talalhaté, akkor a P pont koordinataira teljesiil, hogy x*> + y?> — 4x + 2y — 20 = 0.

(K) lgazold, hogy az A (—2;—4),B (5;—3),C (—1;3) pontok egy egyenlé szaru
haromszog csucsai! Szamitsd ki a haromszog teriiletét!

(K) Egy négyszog csucsainak koordinatai A(3;—6),B(11;—-1),C(8;4),D(3;3).
Bizonyitsd be, hogy az ABCD négyszog atloi merélegesek egymasra! Szamitsd ki a
négyszog teriiletét!

(K) Bizonyitsd be, hogy a (6;2), (13; 1), (12; —6), (1; —8) pontok egy deltoid csucsai!
Szamitsd Ki a deltoid teriiletét!

(K) Mekkoraaz A (3;5),B (6;7),C (—1; 10) pontok altal meghatarozott haromszog
leghosszabb magassaga?

(K) Hatarozd meg az A (—3;—3),B(—5;7) és C(3;4) csicsokkal rendelkezé
haromszog szogeit, keriiletét és teriiletét!

(E) Hatarozd meg a kovetkezo csicsaval adott haromszog keriiletét!

4(—Z0),B (0:v2),¢ (VZ:V2)

(K) Szamitsd ki a haromszog koré irhaté kor kozéppontjanak koordinatait és a kor
sugarat, ha a cstcsainak koordinatai: A (0;2),B (1;1) és C (2; —2)!
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(E) Egy szabalyos haromszog két csicsa A (—3;5) és B (—4;7). Szamitsd ki a
haromszog oldalanak és magassaganak hosszat, valamint a teriiletét!

(E) Egy deltoid harom csucsanak koordinatai: A (8;5),B (5;6) és C(2;2), a
szimmetriatengelye az AC egyenes. Szamitsd ki a deltoid negyeidk csucsanak
koordinatait! Mekkora a deltoid teriilete?

(E) Hatarozd meg annak a kornek a sugarat, amelynek kozéppontja a C (3;1) pont
és a 6 hosszusagegységnyi hurjat a P (6; 5) pont felezi!

(E) Egy haromszog csiicsai: A (1;8),B (13;4),C (7; 10). Legfeljebb mekkora sugaru
kor helyezheté el a haromszogben, ha a kornek nem lehet a haromszogon Kkiviil
pontja?

(K) Magyarorszag 1: 1100 000 méretaranyu térképén elhelyeziink egy koordinata —
rendszert, amelynek tengelyei észak — dél, illetve kelet — nyugat iranyuak, a
tengelyeken az egységek pedig 1 cm hossziiak. Az igy kapott koordinata —
rendszerben néhany varos koordinatai a kovetkezoképpen alakulnak: Veszprém
(=7;1),Gyor (—8;7), Szeged (8; —7), Debrecen (18; 5). Szamitsd ki, hogy a felsorolt
varosok paronként hany kilométer tavolsagra van egymastol! Melyik magyarorszagi
varosban lehet a koordinata — rendszer kezdopontja?

(K) Egy repiildjarat az A (—5;—1) pontbdl indul, egyenesen repiil a B (—1;2)
leszallohelyig, innen pedig egyenesen a C (11; 7) pontig.

a) Dontsd el, hogy valtozott — e a repiilés iranya a B pontban tortént felszallast
kovetéen!

b) Ha valtozott a repiilési irany, akkor hany fokkal tért el az eredeti iranytol a gép,
miutan a B — bl felszallt?

c) Hany egységnyi utat tett meg a gép dsszesen?

(E) Zoli egy erdét orokolt, amely jo kozelitéssel nyolcszog alakia. Az 1:5000
méretaranyu térképszelvényen elhelyezett derékszogii koordinata — rendszerben az
erdoteriilet csucsainak koordinatai: (0;0),(8;1),(13;3),(14;5),(8;10),(0;9),(-5;7),
(—6; 5). Szamitsd ki, hogy hany hektar erdét 6rokolt Zoli, ha a koordinata — rendszer
egységei 1 cm hosszuak. Az eredményt egész hektarra kerekitve add meg!
Rendelkezik — e az erdé valamilyen szimmetriatulajdonsaggal?
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(E) Egy fin haromszog alaka Kitiizot szeretne Kkésziteni Kkartonbol. Tervei
megvalodsitasa érdekében négyzetracsos kartonbol kivagott egy haromszoget. A
hiaromszog csicsainak koordinatai a négyzetracsra rajzolt koordinata — rendszerben
(melyben az egység 1 cm): A (—3;5),B (5;1) és C (—6;—5).

a) Szamitsd ki a kivagott haromszog teriiletét!
b) A kivagott ABC haromszog melyik oldalara allitva lesz a legmagasabb?
c) Mekkora az ehhez az oldalhoz tartozo legnagyobb magassag?

d) A fia az ABC haromszog legnagyobb magassagat hirom egyenlé részre osztotta,
majd az osztopontokon at parhuzamosokat huzott a haromszog megfelelo
oldalaval; igy az ABC haromszoget egy kisebb haromszogre, valamint két trapézra
osztotta. A kozépso részt fehéren hagyta, a kis haromszoget pirosra, a nagyobb
trapézt zoldre satirozta. Mekkora teriiletii részt satirozott pirosra, illetve zoldre?

(E) Egy bitoraruhaz olyan haromszoglappal rendelkezé asztalokat arusit, amelynek
oldalait egy — egy korszelet alaku toldalékkal kiegészitve pontosan kor alaku asztalhoz
juthatunk. A tervezé a gyartéonak elkiildte a haromszoglap Kkicsinyitett képének
koordinatait: (0;0),(3;0),(2;2) (egy egység hossza a valésaghan 50 cm). A
szamitasokat egy tizedes pontossaggal elvégezve valaszolj a kovetkezo kérdésekre.

a) Mekkorak a haromszoglap oldalai a valésagban?
b) Hany centiméter a kerek asztal sugara?

c) Mekkora a magassaga az asztal leghosszabb oldalahoz illesztheté korszelet alaka
toldaléknak?

d) Legfeljebb mekkora sugaru kor alaka abrosz helyezheté el a haromszoéglapu
asztalon, ha az asztalrol sehol nem léghat le?

(E) Bizonyitsd be, hogy az ABCD négyszoget az AC atloja két egyenlo teriiletii
haromszogre bontja, ha A (—2;—2),B (3; —1),C (8;3) és D (5; 3)!

(K) Hatarozd meg a szakasz felezopontjanak koordinatait, ha a szakasz végpontjai a
kovetkezo pontok!

A(-5;7)ésB(1;,-13) C(0;-1,6)ésD (2,8;4) E Gg) és F (—z;g)
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(E) Hatarozd meg a szakasz felezopontjanak koordinatait, ha a szakasz végpontjai a
kovetkez6 pontok! (a; b; ¢ és d kiilonb6z6 pozitiv szamok)

A(1+VZ1-v2) 6B (- 5% ¢(VZ:—V3) és D (%)

E(a+bil)ear (@-ntl) P (056 (2222

2 2 2 2

(K) Hatarozd meg az A (—2;1) és B (4;5) pontok altal meghatarozott szakasz
sulypontjat!

(K) Egy kor atméréjének végpontjai: A (2; —3) és B (—4,—7). Hatarozd meg a kor
kozéppontjanak koordinatait!

(K) Hatarozd meg az A pont koordinatait, ha ismertek a B pontnak, valamint az AB
szakasz F felezépontjanak koordinatai! (e és f valés szamok)

a) B(2;3)ésF(—1;4)
D) B (-3:5) & F (-3:3)

C) B(1;4)és F (e; f)

(K) Egy koordinata — rendszerben adott az 4 (2;6) és B (—3;2) pont. Add meg a
szakasz felezopontjanak koordinatait! Add meg azt a pontot, amely A — tol és B — tol
egyarant 5 egységnyire van!

(K) Adottak az A (1;2) és a B (5; 1) pontok.

a) Tiikrozd az A pontot a B pontral

b) Tiikrozd a B pontot az A pontra!

c) Tiikrozd az A pontot az AB szakasz felez6pontjara!
d) Tiikrozd a B pontot az AB szakasz felez6pontjara!

e) Tiikrozd az A és a B pontot az origora! Az igy kapott négy pont milyen négyszoget
hataroz meg?
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(K) Az A (—4;7) pontot tiikrozziik az origéra, illetve a B (5; —2) koordinatajua
pontra. Ird fel a tiikorkép koordinatait az egyes esetekben!

(K) Az A(—2;—-1) és B (3;2) pontok altal meghatirozott szakaszt mindkét
végponton til meghosszabbitjuk a sajat hosszaval! Hatarozd meg a végpontok
koordinatait!

(K) Adottak az A (—2;5) és a B (4; —1) pontok. Az AB szakaszt mindkét végpontjan
tul hosszabbitsuk meg az AB szakasz felével. Add meg az igy kapott végpontok
koordinatait!

(K) Egy haromszog csucsai: A (1;4),B (—3;10),C(—3;4). Szamitsd ki a B csiicsra
illeszked6 sulyvonal, illetve a haromszog koré irt kor sugaranak hosszat!

(K) Szamitsd ki az A (1;2),B (8;6),C(3; —5) csucsokkal adott haromszogben az
AA4, BB, CC, stilyvonalvektorok koordinatait!

(K) Az ABC haromszog csucspontjainak koordinatai: A (2;7),B (1;1),C (3;6).
Szamitsd ki az oldalak felezopontjainak koordinatait. Igazold, hogy két felezopontot
0sszekoto vektor parhuzamos a szemkozti oldal vektoraval!

(K) Adott egy haromszog oldalfelezé pontjai: F p (—2; —2),F4¢ (5;1) és Fpc (3;4).
Hatarozd meg a haromszog csucsainak koordinatait!

(K) Az A(—3;-1),B(6,—2),C(3;4) és D (0;4) pontok ebben a sorrendben egy
négyszog csucsai. Milyen négyszoget hataroznak meg a négyszog oldalainak
felezopontjai?

(K) Az A(=3;-1),B(6,-2),C (3;4),D (0;4) és E (—%;2) pontok ebben a
sorrendben egy oOtszog csucsai. Az AB,BC,CD,DE oldalak felezopontjai rendre

M,N,P és Q. Az MP és NQ szakaszok felezépontjai R és S. Add meg az RS és EA
vektorok koordinatait!
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(K) Egy négyszog csucsainak koordinatai: A (—2;—-1),B (12;-5),C (6;9),
D (—1;5). Hatarozd meg az atlok felezopontjait 6sszekoté vektor koordinatait!

(K) Az ABCD négyszog csucsai A (—6;—2),B (5;—1),C (6;4) és D (3;6). Szamitsd
ki a négyszog mindkét kozépvonala esetén a felez6pont koordinatait! Mit tapasztalsz?

(E) Az ABCD négyszog AB,BC,CD oldalanak felezépontja rendre: E (—3;1),
F (2;-2),6G (3;2). Szamitsd ki az AD oldal felezépontjanak koordinatait! Milyen
négyszoget alkot a négy oldalfelezé pont?

(K) Egy négyzet két szomszédos csiicsa A (1;4) és B (5;2). Szamitsd ki a CD oldal
felezopontjanak koordinatait!

(K) Egy téglalap két csticsa A (—3;3) és B (2; 3). Atléi metszéspontjanak ordinataja
0. Hatarozd meg a hianyz6 csucsok koordinatait, és szamitsd ki a téglalap teriiletét!

(K) Egy téglalap két szomszédos csiicsa A (1; —3) és B (7; 7). A masik oldal fele olyan
hosszu, mint AB. Hatarozd meg az atlok metszéspontjat!

(K) Adott egy paralelogramma A4 (0; 5) és B (—1; 1) csticsa, tovabba az atlok M (2; 3)
metszéspontja. Szamitsd ki a paralelogramma hianyzé csucsinak koordinatait!

(K) Adott egy paralelogramma (—2;2), (2; —3) és (—5; —4) csucsa. Hatarozd meg a
negyedik csucs koordinatait! Mennyi megoldas van? Add meg az atlok
metszéspontjanak koordinatait!

(E) Adott hirom pont: A (—/20; —/128), B (V45; —V8) és € (—V/5;V/50). Hatarozd

meg a D pont koordinatait iigy, hogy a négy pont egy paralelogramma csucspontjai
legyenek!

2 4 3 4 7 19\ 23 17
(K) lgazold, hogy az A (E’_?)'B (E'E)’C(_E'?) és D (—?,7) pontok
paralelogrammat hataroznak meg!
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Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(K) Egy paralelogramma kozéppontja K (0;2), két szomszédos oldalinak
felezépontja F (2;4), G (0; 6). Szamitsd Ki a csiicspontjainak koordinatait!

(K) A koordinata — rendszer O kezdépontjanak tiikkorképe az A (5;5) pontra 04, az
0, tiikkorképe a B pontra 0,, az 0, tiikorképe a C (1;7) pontra ismét az 0. Szamitsd
ki a B pont koordinatait, és bizonytasd be, hogy az 0ABC négyszog rombusz!

(K) Peti a koordinata — rendszerben megszerkesztette az ABCD négyszoget, melynek
csucsai a Kkovetkezé pontok: A (—2;-5),B (4;—3),C (2;5),D (—1;3). Ezutan
tiikkrozte az ABCD négyszoget a BC oldal felezépontjara. Mik a koordinatai a
tilkorképként keletkezé négyszog csucsainak? Bizonyitsd be, hogy a két négyszog
egyesitésével eléallo hatszog szemkozti oldalai parhuzamosak!

(K) Egy egyenlé szaru haromszog alapjanak csicsai az A (2;1) és a B (6;5)
koordinataju pontok. A harmadik C csicsa az x - tengelyen van. Mekkora a
haromszog teriilete?

(K) Az A(0;0),B (3;6),C (8; —2) csucsokkal megadott haromszoget az A pontbol
kétszeresére nagyitjuk. Szamitsd ki a kapott A'B’'C’' haromszog B’ és C’ csticsainak
koordinatait!

(K) Egy haromszog csucspontjai A (—1;—1),B (3;—-2) és C (5;4). Nagyitsuk a
haromszoget az AB oldal felezépontjabol a kétszeresére! Ird fel a kapott haromszog
csucspontjainak koordinatait!

(E) Egy egyenlészaru derékszogii haromszog atfogéjanak végpontjai: (2;1) és
(—4; 3). Szamitsd ki a harmadik csucs koordinatait!

(E) Az ABC egyenloszaru derékszogii haromszog atfogojanak két végpontja A (4;2)
és B (8;4). Hatarozd meg a C csiics koordinatait!

(E) Add meg az egyenlészaru derékszogii haromszog harmadik csucsat, ha két
csucspontja (—4; 3) és (4; —3)!
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77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(E) Egy szakasz két végpontja A (—2;—1) és B (6; —9). Mi lehet az AB szakaszra
rajzolt szabalyos haromszog harmadik cstcsa?

(E) Adott az A (3;4) és B (6;1) pontok altal meghatarozott szakasz. Szamitsd ki az
A - hoz, illetve B - hez kozelebbi harmadol6 pontok koordinatait!

(E) Szamitsd ki a végpontjainak koordinataival adott szakasz negyedelépontjainak
koordinatait: A (—3;—8) és B (9;10)!

(E) Hatarozd meg az A (—2;3) és B (1;—1) pontok altal meghatirozott szakasz
hosszat, felezopontjanak, illetve harmadoldopontjainak koordinatait!

(E) Adott az A (3;5) és B (9;2) pont. Az AB szakaszt 6t egyenloé részre osztjuk.
Szamitsd Ki az osztépontok koordinatait!

(E) Osszd fel az A (3; —2) és B (10; 12) pontokat 6sszekoté szakaszt 2: 5, illetve 5: 2
aranyban!

(E) Szamitsd ki az A (4; —1) és B (—2; 6) pontok altal meghatarozott szakasz P (x;y)
pontjanak koordinatait, ha AP = 2 - PB!

(E) ird fel az A (10;—11) és B (—8;7) pontok altal meghatarozott szakasz azon
P pontjanak koordinatait, amelyre ﬁ—; =9I

(E) ird fel az A (—6;3) és B (5;—4) pontok altal meghatarozott szakasz azon
P pontjanak koordinatait, amelyre AP : PB = 5 : 2!

(E) ird fel az A (—35;2) és B (16; —11) pontok altal meghatarozott szakasz azon
1
=I

P pontjanak koordinatait, amelyre % =3
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87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(E) Adott az A (2;—7) és a B (6;5) pont. Hatarozd meg az AB egyenesén azt a P
pontot, melyre % = % teljesiil!

(E) Adott az A (—19;21) és a B (32; —15) pont. Hatarozd meg az AB egyenesén azt
AP 2 .. ..
a P pontot, melyre P53 teljesiil!

(E) Adottaz A (—2;—1),B (6; —9) és C (1;3) pont.
a) Mely pontok osztjak 3: 5 aranyban az AB szakaszt?

b) Mik a CB oldalra Kiviilrél rajzolt négyzet tovabbi cstcsai?

(E) ird fel az AB szakasz B végpontjanak koordinatait, ha A (—3;0), tovabba
AP:PB=2:3éP (1;-2)!

(E) ird fel az AB szakasz B végpontjanak koordinatiit, ha ismertek az A pont,
valamint az AB szakasz A — hoz kozelebbi H harmadolopontjanak koordinatai:

A(—6;-2) és H (gg)l

(E) ird fel az AB szakasz B végpontjanak koordinatiit, ha ismert az A (—2; 8) pont,
valamint az AB szakasz B — hez legkozelebbi H G, - %) hetedelépont koordinatai!

(E) Egy -egyenesre illeszkednek — e a kovetkez6 pontok: P (5,5;—4,8),
Q (—5,5;—9,2),R (15; —1)? Hatarozd meg a PQ egyenesnek azokat a pontjait,
amelyek haromszor olyan messze vannak a P — t6l, mint a Q!

(E) Adott az A (6;8) és B (9; 2) pont. Hatiarozd meg az AB egyenes azon pontjainak
a koordinatait, amelyek B — t6l kétszer olyan tavol vannak, mint A — tol!

(E) Milyen aranyban osztja a P (3; 1) pont az AB szakaszt, ha a szakasz végpontjai:
A(-3;-1)és B (12;4)?
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96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(E) Milyen aranyban osztja ketté a P (2;4) pontaz A (—1;2) és B (3; 7) pontok altal
meghatarozott szakaszt?

(E) Bizonyitsd be, hogy a P pont illeszkedik az AB szakaszra, ha
A (-3;2),B (13;—-10) és P (1; —1). Szamitsd ki az % tort értékét!

(E) Adott harom egy egyenesre illeszkedé pont: A (—5;1),B (10;7),C (20;11).
AB AC AB

Szamitsd ki az —,—,— aranyokat!
BC’ BC’ AC

(E) Egy szakasz végpontjanak koordinatai A (2014;2017) és B (2022;2001). Az
A pontot tiikrozziik az AB szakasz B — hez legkozelebbi negyedelépontjara. Ird fel a
tiikkorkép koordinatait!

(E) Adott az A (—1;4) és B (2;5) pont. Hatarozd meg a A pontnak a B kézépponti
A = 5 aranyszami kozéppontos hasonlésagaval kapott A’ képét!

(E) Az ABC haromszog csiucspontjainak koordinatai A (6;6),B (1;—4) és
C(—2;5).

a) A haromszoget az O (—4;—4) pontbol felére Kkicsinyitjiik. Hatarozd meg a
képharomszogek csucspontjainak koordinatait!

b) A haromszogon végrehajtjuk azt a hasonlosagi transzformaciot, melynek

kozéppontja O (—4;—4), a hasonlésag arinya pedig A=3. ird fel a
képharomszog csucspontjainak koordinatait!

(K) Az A(3;2) és B(7;—3) pontokat oOsszekoté szakaszt mindkét iranmyban
meghosszabbitjuk a felével. Szamitsd ki a kapott végpontok koordinatait!

(E) Az A(4;3) és a B (6;—1) pontokat osszekoté szakaszt mindkét iranyban
megnyudjtjuk masfélszeresére. Szamitsd ki a végpontok koordinatait!

(E) Adott az A (7;—3) és B (12; —4) pont. Hosszabbitsd meg az AB szakaszt a
B —n til a haromszorosara! Szamitsd ki az igy kapott C pont koordinatait!
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105.

106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(E) Adott az AB szakasz két végpontja: A (—17;19) és B (11; —21). Hosszabbitsuk
meg az AB szakaszt a B ponton tul a hosszanak a hétszeresével. Szamitsd ki a kapott
P végpont koordinatait!

(E) Az ABCD paralelogramma cstcspontjai A (0;0),B (12;3),C (16;12) és
D (4;9). A Q pont a DC oldal D csucshoz kozelebbi harmadolépontja, a P pont a
BC oldal C csucshoz kozelebbi negyedelépontja. Igazoljuk, hogy a QB szakasz M

felezopontjara % = 2 teljesiil!

(E) Egy ABCD rombuszban B (14;2), D (2;8), és az atlok aranya % = 3. Szamitsd
ki a hianyzé csticspontok koordinatait!

(E) Egy rombusz két szemkozti csiicsanak koordinatai: B (—3;7),D (5;11). Az AC
atlé a BD atlo kétszerese. Hatarozd meg az A és a C csicsok koordinatait!

(E) Egy ABCD téglalap két szomszédos csiicsa (—12; 6) és (15; 19). Két szomszédos
oldalanak aranya 2:3. Szamitsd ki a téglalap koré irt kor kozéppontjanak a
koordinatait!

(E) Az ABCD trapéz csicsainak koordinatai: A (—1;—2),B (7;2),C (2;4),D (0; 3).
Az AD szar D — hez Kkozelebbi, valamint a BC szir C - hez Kkozelebbi

harmadolépontja E, illetve F. Szamitsd ki az EF koordinatait! Igaz — e, hogy EF
parhuzameos a trapéz alapjaival?

(E) Tekintsiik az A (0;9), B (6;3),C (—3;-1),D (3;—3) koordinatiju pontokat.

Hatarozd meg a P pont koordinatait, ha PA = PB és PC: PD = 2: 3!

(E) Adottak az ABC haromszog csticsai: A (5;2),B (8;6) és C (—3; 8). Szamitsd ki
annak a P pontnak a koordinatait, amelyet az A pontbdl indulé szogfelezé6 metsz ki
a szemkozti oldalbol!
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113.

114.

115.

116.

117.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(E) Egy hiromszog csucspontjainak koordinatai: A (5;2),B (—3;8),C (10; 14).
Szamitsd ki azoknak a pontoknak a koordinatait, amelyekben a bels6 szogfelezok az
oldalakat metszik! A koordinataparok pontos értékét add meg!

(E) Egy haromszog csucspontjai: O az origo, A (—2;5) és B (4; 2). Hatarozd meg az
AB oldalon a P pontot és az OB oldalon a Q pontot tigy, hogy az OP és PQ egyenes
az OAB haromszoget harom egyenld teriiletii részre bontsa!

(E) Az A(0;0),B(9;0),C(11;4),D (2;4) pontok egy paralelogrammat
hataroznak meg. A P pont a BC oldal C — hez kozelebbi negyedel6pontja, a Q pont
a DC szakasz D — hez kozelebbi harmadolopontja.

a) Hatarozd meg annak a H pontnak a koordinatait, amely az AP szakaszt 2:1
aranyban osztja!

b) Hatarozd meg a BQ szakasz F felezépontjat!

c) Mit tapasztalsz? Fogalmazd meg altalanosan az észrevételt!

(E) A térképre helyezett koordinata — rendszerben két pont koordinatai: A (—3; 1)
és B (5;3). Egy kerékparos a nyilegyenes AB tton allando sebességgel halad, és
1 ora alatt jut el az A pontbol a B pontba. Add meg a koordinatait annak a pontnak,
amelybe a kerékparos az A pontbdl elindulva fél 6ra; masfél ora; két ora; illetve ot
ora mulva ér el!

(E) A szomszéd haromszog alaku rétjének csucspontjai a megfelelen valasztott
koordinata — rendszerben: A (—11;2),B (-3;0),C (—8;5).

a) Bizonyitsd be, hogy a rétet hatarolo utak koziil ketté derékszogben metszi
egymast!

b) A szomszéd a rét derékszogii csucsabol olyan 6svény kialakitasat tervezi,
amelynek pontjai egyenld tavolsagra talalhaték a rét befogoitol. Szamitsd ki
annak a pontnak a koordinatait, amelyben a tervezett osvény metszi a rét
atfogojat!

C) Mekkora tavolsagra van a rét oldalaitél az a pont, amely mindharom hatarolé
uttol ugyanolyan messze van?

d) Szamitsd ki a fenti pont koordinatait!
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118.

119.

120.

121.

122.

123.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(E) Egy fia berajzolta a koordinata - rendszerbe a kovetkezé pontokat: A (—2; —3),
B (4;—1),C (4;5) és D (1;4). Egy lany, miutin megnézte az elkésziilt abrat, azt
allitotta, hogy az ABCD négyszog trapéz.

a) lgaza van — e a lanynak?

b) Barnabas szerint a négyszog atléi 2:1 aranyban osztjak egymast. Hogyan
gondolkodhatott a fia?

C) Szamitsd ki, hogy mely pontban metszik egymast az atlok!

(E) Sik teriileten négy kiemelkedé tereptargy figyelheté meg, melyek koordinatai:
A(0;0), B (12;3),€ (2;6),D (6;7).

a) Bizonyitsd be, hogy a tereptargyak egy trapéz négy csiicsaban helyezkednek el!

b) Az A és D targyat, valamint a B és C targyat egy — egy egyenes ut koti dssze.
Osszesen hany kilométer hosszu a két ut, ha a koordinita — rendszer egysége
1000 méter?

C) A koordinata — rendszer melyik pontjaban metszi egymast a két utszakasz?

(E) Egyenes vonali mozgast végzé katicabogar maszik a négyzetracsos tablan, és
atmegy az A (2;6) és a B (8;1) koordinataju pontokon. Mely pontokban metszi a
katicabogar palyaja a berajzolt koordinatatengelyeket?

(E) Egy egyenes az x tengelyt az A (6;0), az y tengelyt a B (0; 8) koordinataju
pontokban metszi. Hatarozd meg az OAB derékszogi haromszog atfogojahoz
tartozo magassag talppontjanak a koordinatait! (O jelenti az origot)

(E) lgazold, hogy az AB és CD szakaszok kozéppontosan hasonlok, ha koordinataik:
A(2;3),B(7;5),€(—6;5),D (9;11). Mi lehet a hasonlosig kozéppontja és
aranya?

(E) Adott két kor, kozéppontjaik 04 (35;16),0, (5;—24), sugaraik r{ = 25,
T, = 15 egység hosszuak. Szamitsd ki a kozos belsd, illetve Kiilsé érinték
metszéspontjanak a koordinatait!
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124.

125.

126.

127.

128.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(K) Szamitsd az A, B,C pontok altal meghatirozott haromszog silypontjanak
koordinatait!

a) A(—2;0),B (5;4),C(1;,—-1)
b) A (8;2),B (4;6),C (0;-2)
c) A(6;2),B(—4;1),C (2;-3)

d) A (3;§),B (3;—5),(3(—6;8)

7 7o
)4 (55-3)B (-533)¢ 57)

f) A (1%;—5),3 (—0,5;—2%),C(14; 1,5)

(E) Szamitsd az A,B,C pontok iltal meghatirozott hiromszog silypontjinak
koordinatait! (a, b € R)

a) A(—V/32;v8),B (2-v8;-V18),C (0;v2)

b) A (V2; —V3),B (—V8;V12),C (—V32;+27)

a—-b a+b a—-b a+b

c)A( 22 2 ),C(a—i—b;a—b)

(K) Az ABC haromszog csiicspontjai: A (—2; 1), B (6; —1) és C (5; 6). ird fel annak
a haromszog belsejébe eso pontnak a koordinatait, amelyet a haromszog csucsaival
osszekotve olyan haromszogeket kapunk, amelyeknek a teriillete megegyezik. A
haromszog melyik nevezetes pontjat kapjuk?

(K) Az ABC haromszog csucsai: A (—2;1),B (2;—-2),C (8;6). Hatarozd meg a
keriiletét, az ABC< szoget, a teriiletét, a koré irt kor O kozéppontjanak és az S
stulypontjanak koordinatait!

(K) Hatarozd meg a haromszog hianyzo csucsanak koordinatait, ha adott két csticsa
és az S sulypontja!

a) A(5;-2),B(-3;3),S(4;,-7)
b) B (—3;4),C (%;1),5 (2;—%)
)4 (5:-3).¢ (-5:3)5 (03)
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129.

130.

131.

132.

133.

134.

135.

136.

137.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(K) Hatarozd meg a haromszog hianyzo csicsanak koordinatait és keriiletét, ha
adott két csucsa és az S silypontja: A (—4; —3),B (5;12),5 (2; —2)!

(E) Hatarozd meg a haromszog hianyzé csucsanak koordinatait, ha adott két

csucsa és az S sulypontja: A (—\/ﬁ; —\/ﬁ), C (\/ﬁ, \/ﬁ),S (\/300; —\/E)!

(E) Szamitsd az A, B,C,D pontok altal meghatarozott négyszog silypontjanak
koordinatait: A (1;2),B (2;0),C (9;6),D (4;8)!

(E) Hatarozd meg a tetraéderek sulypontjat a csticsaik ismeretében!

A(1;0;2),B(—3;0;0),C(3;4;5),D (2;5;7)

(E) Egy tetraéder stlypontja az origd. Hatarozd meg az A csucspont koordinatait,
haB (1;1;2),C€ (0;—-3;5)és D (4;4—5)!

(K) Adott egy haromszog oldalfelezé6 pontjai: Fup (—4;—2),F4c(7;1) és
Fpc (3;10). Hatirozd meg a haromszog csucsainak koordinataiit! Szamitsd ki az
eredeti és az oldalfelez6 pontok altal meghatarozott haromszogek sulypontjanak
koordinatait! Mit tapasztalsz?

(K) Adott az 4 (1;2),B (13;4) és C (5;10) pont. Add meg az ABC haromszog
sulypontjanak, illetve az oldalfelezépontjai altal meghatarozott haromszog
sulypontjanak koordinatait! Mit tapasztalsz?

(K) Szamitsd ki az ABCDEF hatszog AB,CD és EF oldalanak felezopontja altal
alkotott haromszog sulypontjat, majd a BC,DE és FA oldalak felezépontja altal
alkotott haromszog silypontjat, ha A (—1;9),B (—4;5),C (0;3),D (—2;-2),
E (6;0) és F (4;9)! Mit vehetiink észre?

(K) Egy haromszog csucsai A(5;2),B(—3;8),€(10;14). A haromszoget a
koordiniata — rendszer kezdopontja koriil +90° - al elforgatva az A;B1Cq
haromszoget kapjuk. Hatarozd meg az elforgatott hiaromszog cstcsainak és
sulypontjanak koordinatait!
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138.

139.

140.

141.

142.

143.

144.

145.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(E) Ismerjiik az ABC hiromszog csucspontjainak koordinatait: A (5;7), B (—4; 3)
és C (2;—2). Szamitsd ki mindharom oldal felezépontjanak koordinatait! Szamitsd
ki kiillon — kiillon mindharom sulyvonal cstcstol tavolabbi harmadolopontjanak
koordinatait! Szamitsd ki az ABC haromszog silypontjanak koordinatait!

(E) Egy ABC haromszog oldalait AB, BC,CA sorrendben és 1:2 aranyban oszté
pontok koordinatai rendre P, (—4;2),P, (1;3) és P35 (0;—2). Hatarozd meg a
csucspontok koordinatait! Szaimtsd ki az ABC haromszog sulypontjanak és a
P,P,P; haromszog sulypontjanak tavolsagat!

(K) Hatarozd meg az ABC haromszog AB oldalanak felezépontjat, ha adott a
C csucsa és az S sulypontja: C(—1;1) és S (1;2)! Meghatarozhatok — e
egyértelmiien ezekben az esetekben az A és a B csucspontok koordinatai? Adj meg
egy olyan A, B pontpart, ami a feltételeknek megfelel!

(E) Hatarozd meg az ABC haromszog csucsainak koordinatait, ha a silypontja

s (=2;3), az AC oldal felezépontja F4c (4;—2), a BC oldalé pedig Fp¢ (—1,2)!

(K) Az ABC haromszog A csucsanak koordinatai A (—53;—40), az AC oldal

felezopontjanak koordinatai F (— %; %) és sulypontjanak koordinatai
S (— %; 3?) Szamitsd ki a haromszog hianyzo csucspontjainak koordinatait!

(K) Az ABC haromszog C csucsa az ordinatatengelyre, az S sulypontja az
abszcisszatengelyre esik. Hatarozd meg a C és S pontok koordinatait, ha a
haromszog masik két csucsa A (4; —1) és B (5; 3)!

(K) Az ABC haromszég A csucsanak helyvektora d (—2;3), AB = 71— 2j és
CB=3i- 6j. Szamitsd ki a haromszog csucsainak és sulypontjanak koordinatait!

(K) Egy derékszogi haromszog befogoi 12 és 5 egység hossziiak. Szamitsd ki a
haromszog koré irt kor kozéppontjanak a sulyponttol mért tavolsagat!
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(E) Egy egyenloszaria derékszogii haromszognél az atfogé végpontjainak
koordinatai: A (—2;5) és B (6; —1).

a) Hatarozd meg a haromszog sulypontjanak koordinatait!
b) Add meg a haromszog magassagpontjat!
c) Hatarozd meg a haromszog teriiletét!

d) Mekkora a Kkoriilirt korbe irt szabalyos hatszog teriilete?

(E) A koordinata — rendszerben egy pontszerii test egyenes palyan mozog. Mozgasa
soran athalad a (—7; 1) és a (3; 2) pontokon. Milyen tavolsagra volt a koordinata —
rendszer kezdépontjatol, amikor ahhoz a legkozelebb volt?

(E) Adottak a koordinatasik A és B pontjai, amelyeknek koordinataira: A (—3;2)
és B (5;3). Melyek a koordinatiai annak az x tengelyre illeszkedé P pontnak,
amelyre a PA% + PB? 6sszeg a lehet6 legkisebb? Mennyi az 6sszeg minimuma?

(E) Az ABC haromszog csucspontjainak koordinatai: A (—4;8); B (0; —2);C (7;0).
A DEF haromszog csucsainak koordinatai: D (1;12); E (6;3); F (14;6). Az ABC
haromszog sulypontja legyen S;, a DEF haromszog sialypontja S,. Igazold, hogy
AD +BE+CF=3- E Oldd meg a feladatot altalanosan is!

(E) Adott az ABCD paralelogramma és a sikjaban egy P pont. Tiikrozd a P pontot
az A csicsra, majd az igy kapott P’ képpontot a B csucsra, majd az igy kapott
P" Kképpontot a C cslcsra, ezutin az igy kapott P’ képpontot a D csiicsra!
Bizonyitsd be, hogy P"'"" = P!

(E) Igazold koordinata — geometriai eszkozokkel, hogy barmely négyszog oldalfelezé
pontjai paralelogrammat alkotnak!
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Felhasznalt irodalom

(1) Hajdu Sandor; 2004.; Matematika 11.; Miiszaki Konyvkiad6; Budapest

(2) Hajdu Sandor; 2005.; Matematika 12.; Miiszaki Konyvkiad6; Budapest

(3) Urban Janos; 2003.; Sokszinli matematika 11; Mozaik Kiadd; Szeged

(4) Urban Janos; 2007.; Sokszini matematika 12; Mozaik Kiado; Szeged

(5) Abraham Gabor; 2010.; Matematika 11 — 12 emelt szint; Maxim Konyvkiado; Szeged

(6) Abraham Gabor; 2011; Matematika 11. kozépszint; Maxim Konyvkiadé; Szeged

(7) Urban Janos; 2012.; Sokszinli matematika feladatgytjtemény 11; Mozaik Kiado; Szeged

(8) Urban Janos; 2010.; Sokszinli matematika feladatgytijtemény 12; Mozaik Kiado; Szeged

(9) Czapary Endre; 2006.; Matematika gyakorlo és érettségire felkészitd feladatgylijtemény IIl.;
Nemzeti Tankdnyvkiado; Budapest

(10) Koranyi Erzsébet; 1998.; Osszefoglalo feladatgylijtemény  matematikabol;
Nemzeti Tankonyvkiadd; Budapest

(11) Vancsé Odén; 2005.; Egységes FErettségi Feladatgylijtemény Matematika I.;
Konsept H Konyvkiado; Piliscsaba

(12) Vancs6 Odon; 2005.; Egységes FErettségi Feladatgylijtemény Matematika II.;
Konsept H Konyvkiado; Piliscsaba
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Frohlich Lajos; 2006.; 15 probaérettségi matematikabol emeltszint - irasbeli;
Maxim Kiado; Szeged

Ruff Janos; 2012.; Erettségi feladatgyiijtemény matematikdbol 11 — 12. évfolyam;
Maxim Kiado; Szeged

Dobcsanyi Janos; 2013.; Feladattornyok matematikabdl; Maxim Kiado; Szeged

Dr. Ruff Janos; 2018.; Erettségi mintafeladatsorok matematikabol; Maxim Kiado;
Szeged

Frohlich Lajos; 2006.; Alaposszefliggések matematikabol — emelt szint; Maxim Kiado;
Szeged

https://users.itk.ppke.hu/itk dekani/files/matematika/list.html

Sajat anyagok
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