Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Bizonyvitasok

Bizonvitasi modszerek:

Direkt bizonyitas:

Ez a leggyakoribb bizonyitdsi mddszer. Ennek lényege a kovetkezd: Ismert definiciok,
tételek segitségével 1€pésrdl 1épésre torténd kovetkeztetések levondsa utdn jutunk el a
bizonyitand¢ allitashoz.

Indirekt bizonyités:

Ennek lényege a kovetkezd: Egy Aallitds bizonyitasat ugy végezzik el, hogy elészor
feltételezziik az éallitas tagadasat, majd ebbdl kiindulva, 1€pésrdl 1épésre torténd
kovetkeztetések levonasa utan egy ismert allitassal ellentmond¢ allitashoz jutunk. Ezt az
ellentmondast csak tigy oldhatjuk fel, ha a kiindulasi feltételezésiink (a bizonyitandé allitas
tagaddsa) nem igaz. Ekkor azonban az eredeti allitas igaz.

Teljes indukcio:

Ennek lényege a kovetkezd: A természetes szamokkal kapcsolatos allitast eldszor
ellendrizziik néhany konkrét szamértékre, pl.: n = 1 —re, n = 2 - re. Ezutan megmutatjuk,
hogy ha valamely k természetes szamra igaz az allitds (a k 1étezését mar szamitassal
ellendriztiik), akkor a kdvetkezd k + 1 természetes szamra is igaz lesz. Ekkor a tulajdonsag
k —rol k + 1 — re 6roklodik, vagyis az allitds minden természetes szamra igaz lesz.

Skatulya — elv:

Ennek Iényege a kdvetkezd: Azt hasznaljuk fel, hogy ha van n darab sktulyank, és ezekbe
n - nél tobb dolgot helyeziink el, akkor biztosan lesz legalabb egy olyan skatulya, amelybe
egynél tobb dolog keriil. Tovabba, ha az n skatulydba n - k — nal tobb dolgot helyeziink el,
akkor biztosan lesz legalabb egy olyan skatulya, amelybe k —nal tobb dolog keriil.



Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

TETEL:
Az A (ay; ay) és B (by; by) pontok tavolsaga, vagyis az AB szakasz, illetve az AB vektor

hOSSZ& dAB = |AB| = |Z§| = \/(bl - al)z + (bz - az)z.

Bizonyitas:
Legyen az A pont helyvektora d (a;; a,) és a B pont helyvektora pedig b (by; by).

Tekintsik a kovetkezo abrat:

-4

Az AB = b — d vektor hossza megegyezik az AB szakasz hosszéaval.

Ebbl adodik a bizonyitandé allitas: |AB| = [AB| = /(by — ay)? + (b, — a,)2.



Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

TETEL:
Az A(aq; ay) és B (by; by) pontokkal megadott szakasz F (f;; f,) felezOpontjanak
koordinatai egyenl8k a megfelelé koordinatak Ssszegének felével: f; = = ;r P2 ¢s fo= azT‘l‘bz.

Bizonyitas:
Legyen az A pont helyvektora d (ay; a,), a B pont helyvektora b (by; by) és az F felez6pont
helyvektora pedig f (fi; f>)-

Tekintsik a kovetkezo abrat:

Az G és b vektor Osszege éppen a hosszabb 4tlo.

Mivel a paralelogramma 4tloi felezik egymast, igy a kdvetkezdt kapjuk: f = Ei; 2

Ebbol az 6sszegvektor koordinataira vonatkozo Osszefiiggés segitségével adodik a bizonyitando allitas:

a1+b1, a2+b2

fi :Tesfz ="
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TETEL:
Az A (aq; ay) és B (by; by) pontokkal megadott szakasz A — hoz kozelebbi Hy (x1; Y1)
harmadol6 pontjanak koordinatai: x; = 2a13+ D1 gs Yy = 2a23+ i

Az A (aq; ay) és B (by; by) pontokkal megadott szakasz B — hez kozelebbi H, (x5;vs,)
a1+2b1 ,Sy _ a2+2b2
2= 5

harmadolo6 pontjanak koordinatai: x, =

Bizonyitas:

Legyen az A pont helyvektora @ (ay; a,), a B pont helyvektora b (by; by), az A — hoz kozelebbi
H; harmadolé pont helyvektora h_l) (x1;¥1) és a B — hez kozelebbi H, harmadol6 pont
helyvektora pedig h, (xy; ¥2)

Tekintsik a kovetkezo abrat:

-5

El6szor tekintsiik az A — hoz kozelebbi H; harmadold pont koordinatait.

Az 0sszefiizési szabaly segitségével a kovetkezot kapjuk: h_f =d + AH,.

Az AH, vektor felirhato a kdvetkezOképpen: AH; = % -AB = % . (B - &).

—

I . e, — 4 - 5 5 b—-a i+b—-a
Helyettesitsiik vissza a kapott kifejezést: hy = a + é (b - a) =a+— @3 +3 -

Ebbdl az 6sszegvektor és a skalarszoros koordinataira vonatkozo 0sszefiiggések segitségével

;1 . , 117z 2a, + by , 2a, +b
adodik a bizonyitando allitas: x; = 171 ésy, = %
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Ezutan tekintsiik a B — hez kozelebbi H, harmadol6 pont koordinatait.

-

Az Osszeflizési szabaly segitségével a kovetkezot kapjuk: E; =a + AH,.

Az AH, vektor felirhato a kovetkezoképpen: AH, = g -AB = g . (B - a).
Helyettesitsiik vissza a kapott kifejezést:

—

Ro=i+l-(F-a)=q+ 209 _sarboed

Ebbdl az 6sszegvektor és a skalarszoros koordinataira vonatkozo Osszefliggések segitségével
adodik a bizonyitand6 allitas:

ai +2bq , a +2b
131esy2:232

x2=
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TETEL:
Az A (ay; a,) és B (by; by) pontokkal megadott szakaszt m : n aranyban oszto P (p;; p,) pont
T n-a;+m-by , n-a;+m-b,
koordinatai: p; = ————¢ésp, = ——
m+n m+n

Bizonyitas:
Legyen az A pont helyvektora @ (a;; a,), a B pont helyvektora b (by; b,) és a P osztépont
helyvektora pedig p (p4; p2).

Tekintsiik a kovetkezd abrat:

. AP m ) AP AP 1 1 1 m
Mivel — = —, igy felirhatjuk a kovetkez6t: — = = = 3 = .
PB . n &Y J AB AP +PB APA+PPB 1+% 1+:l m+n

m

PB.

Ezt atrendezve a kovetkezot kapjuk: AP =

m+n

Ekkor a p helyvektort felirhatjuk a kdvetkezoképpen:

- m

F=d+AP=a+

5
=a+
m+n m+n

3|

m (13—&) 26-(m+n)+m-(5—5)=

m+n

_m-a+n-d+m-5—m-a n-d+m-b

m+n m+n

Ebbdl az 6sszegvektor és a skalarszoros koordinataira vonatkozé Osszefiiggések segitségével
adddik a bizonyitand6 allitas:

n-a,+m-bqy , n-a; +m-by

Pr=—"T-—"¢6pP2=

m+n m+n
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TETEL:

Az A(ay; ay), B (by; by) és C (cq; ;) csucsponta haromszdg S (sq; s;) sulypontjanak
N AtAT a;+bi+c a;+ by +c;

koordinatai: s; = —— s =

Bizonyitas:
Legyen az A csucs helyvektora d (a;;a,), a B csucs helyvektora b (by;by), a C csics

helyvektora ¢ (cy;¢,), az AB oldal F felez8pontjanak helyvektora f (f1; f2) és az S sulypont
helyvektora pedig § (sq; s5).

Tekintsik a kovetkezo abrat:

a+b

Az f helyvektort felirhatjuk a kovetkezdképpen: f =—

Mivel az S stlypont a CF sulyvonalnak a haromszog csticsatol tavolabbi harmadold pontja, igy
az § helyvektort felirhatjuk a kovetkezdképpen:

S a+b o .
§_2f+c_2' > tC d+b+¢
3 3 3

Ebbd] az 6sszegvektor koordinataira vonatkozo dsszefiiggés segitségével adodik a bizonyitando allitas:

a1+b1+C1, _a2+b2+(:2

= és s, =
1 3 2 3



