Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Komplex szamok

DEFINICIO: (Komplex szim)
Az a + b - i alakt kifejezést komplex szamnak nevezziik, ahol a, b € R és i? = —1.

Megjegyzés:
e Az a + b i alakot kanonikus, vagy algebrai alaknak nevezziik.
o Azi =+ —1 kifejezest képzetes (imaginarius) egysegnek nevezziik.

e Az=a+b-i alaku komplex szamban az a — t valos résznek, a b — t képzetes résznek
Nevezziik. Jelolés: a = Re z; b = Im z.

o A komplex szamok egy valos szamnak és egy képzetes szamnak az dsszegeként adodnak.
o A valos szamok specialis komplex szamok, ahol b = 0.

o Azt a komplex szdmot, aminek csak valos része van, tiszta valos komplex szdmnak,
amelyiknek pedig csak képzetes része van, tiszta képzetes komplex szamnak nevezziik.

o A valos szamok halmaza valodi részhalmaza a komplex szamok halmazdanak. Jele: R c C.

DEFINICIO: (Egyenl6 komplex szimok)
Két komplex szamot akkor tekintiink egyenlének, ha a valds rész a valos résszel, a képzetes
rész a képzetes résszel megegyezik. Jeloléssel: a+b-i =c+d-i,akkora =césb = d.

DEFINICIO: (Ellentett)
A z = a+ b -ikomplex szam ellentettje (additiv inverze) a —z = —a — b - i komplex szam.

Megjegyzés:
Egy komplex szamnak és az ellentettjének dsszege 0.

DEFINICIO: (Konjugalt)
Az =a+ b-ikomplex szam konjugéltjaa z = a — b - i komplex szam.

Megjegyzés:
o FEgyvalds szam konjugaltja 6nmaga.

o FEgy komplex szam konjugaltjanak a konjugaltia onmaga. Jeléléssel.: Z=1z.
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DEFINICIO: (Osszeg)
Az, =a+b-iés z,=c+d-i komplex szamok 0Osszegén a z=(a+c)+(b+d)-i
komplex szamot értjiik.

DEFINICIO: (Kiilonbség)
Azi=a+b-iész,=c+d-ikomplex szamok kiilonbségén a z =(a—c) + (b —d) - i
komplex szamot értjiik.

DEFINICIO: (Szorzat)
Az, =a+b-iész, =c+d-ikomplex szamok szorzatan a z = (ac — bd) + (ad + bc) - i
komplex szamot értjiik.

Megjegyzés:
Egy komplex szamnak és a konjugaltjanak dsszege, illetve szorzata mindig valos szdam.

DEFINICIO: (Hanyados)

., . , , , ac+bd bc—ad
A zi=a+b-i é z,=c+d-i komplex szdmok héanyadosan a z =

cZ+d? | c2+d?
komplex szamot értjiik (z, # 0).

Megjegyzés:

o Két komplex szam hanyadosanal alkalmazzuk a nevezd gyoktelenitését: a szamlalot és a
nevezdt IS megszorozzuk a nevezdé konjugaltjaval.

o Az Osszeadds és szorzds kommutativ, illetve asszociativ, mig a szorzas disztributiv az
osszeaddsra nézve.

TETEL:
Barmely z; és z, komplex szamok esetén igazak a kovetkezo Osszefiiggések (z, # 0):

o 7,+2z,=2,+72,

® 7y —Z; =71 — 2
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DEFINICIO: (Reciprok)
A 0 — 6] kiilénbdz6 z = a + b * i komplex szdm reciproka (multiplikativ inverze) a z71 = i
komplex szam.

Megjegyzés:
. 1 . ..o-q4_1_ 1 _ 1 a-bi_a-bi _ _a b
A reciprok dltalanos alakja: z=+ = S e e E o —
DEFINICIO: (Hatvany)
Ha n pozitiv egész, akkor a z komplex szam n - edik hatvanyan a z"* = z- z - ...- z komplex
ndarab

szamot értjiik.

Megjegyzés:
e Minden komplex szam nulladik hatvanya 1. Jeloléssel: z° = 1.

o A hatvanyozast lehet definialni tetszéleges komplex kitevore is ugy, hogy a hatvanyozas
azonossdgai érvényben maradjanak.

TETEL:
Barmely z komplex szam és n pozitiv egész esetén igaz a kovetkezo Osszefiiggés: z™ = (2)™.

A komplex szamok geometriai alakja:

Minden (a; b) rendezett valos szamparhoz kélcsondsen egyértelmi médon hozzarendelhetiink
egy z = a + b - i komplex szamot. Igy a Descartes — féle derékszogii koordinata — rendszerben
a z komplex szam szemléltethetd egy origd kezdbpontu Z (a; b) helyvektorral.
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Megjegyzés:

o A komplex szamok kélcsonosen egyértelmii modon megfeleltethetoek egy sik, a Gauss — féle

szamsik (komplex szamsik) pontjainak. Ekkor az elsé tengelyt valostengelynek, a masodikat
képzetes tengelynek nevezziik. Elobbin talalhatoak a valos szamok, mig az utobbin a tiszta
képzetes szamok. Az egymdsra merdleges bazisvektorok pedig a valos egység (1), illetve a
képzetes egység (i).

Bar a valos szamok a szamegyenes pontjainak megfelelden sorba rendezhetoek, azonban a
komplex szdmsik pontjainak megfelelé komplex szamok halmazdin nem tudunk ilyen
tulajdonsagu rendezést értelmezni. Ezaltal a ,,melyik nagyobb” kifejezésnek nincs értelme,
vagyis nem hasznalhatunk egyenldtlenségeket nem valos komplex szamok kozott.

Ha a komplex szamnak megfeleld vektort tiikrozziik az x — tengelyre, akkor a komplex szam
konjugaltianak megfelel6 vektort kapjuk.

Ha a komplex szamnak megfelelé vektornak vessziik az ellentettjét, vagyis tiikréozziik az
origora, akkor a komplex szam additiv inverzének megfelel6 vektort kapjuk.

A komplex szamok 6sszegének geometriai jelentése megegyezik a szamoknak megfelelo
vektorok dsszegvektoraval.

DEFINICIO: (Abszolutérték)
Az = a+ b -ikomplex szam abszolutértéke a |z| = Va? + b? nemnegativ valos szam.

Megjegyzés:

o A komplex szamok abszolutértéke megegyezik a helyvektorok hosszaval.

o A komplex szamok esetén nem igaz, hogy |z| értéke: z vagy - z.

e A konvex szamok konjugaltjara igazak a kovetkezok: |z| = |z| és |z| = Vz - Z.

DEFINICIO: (Trigonometrikus alak)

Egy komplex szamot megadhatunk a helyvektor hosszanak (r) és iranyszogének (¢)
segitségével: z =1"-(cos@ + i-sin¢p). Ezt a felirast a z komplex szam trigonometrikus
alakjanak nevezziik.
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Megjegyzés:

EQy z komplex szam (z # 0) iranyszoge (argumentuma) az a @ szog, amivel a valos tengely
pozitiv felét el kell forgatnunk az origo koriil ahhoz, hogy datmenjen a z — nek megfeleld
ponton. Jelolés: arg z.

A trigonometrikus alakban szereplé ¢ iranyszog nem egyértelmii, mert az egymastol a
teljesszog egészszamu tobbszorosében eltérd szogek ugyanazt az iranyt hatarozzak meg.

A trigonometrikus alakot Moivre — képletnek is nevezziik.

A z = 0 — nak nincs trigonometrikus alakja: bdr az abszolutértéke 0, de az argumentumdt
nem értelmezziik, mivel a zérusvektor iranya tetszoleges.

roy . "o . , . b __rsin
Ha a # 0, akkor érvényes a kivetkezo Osszefiiggés: - = =F £

tg o.

r-COS @
A komplex szam konjugdltjanak trigonometrikus alakja: z = r + [cos(—¢@) + i - sin(—¢)].
A komplex szam reciprokanak trigonometrikus alakja: i = % * [cos(—¢) + i - sin(—¢)].

Ha a sik pontjait, illetve a pontokba mutaté helyvektorokat Z (r; @) alakban adjuk meg,
ahol 0 < ¢ < 2m, akkor ezeket az értékeket a Z polarkoordindtdinak, a koordindta -
rendszert pedig polarkoordindta — rendszernek nevezziik.

TETEL:
Az =1 -(cos@,+i-sing;)ész, =1, (cose, +i-sin¢p,) komplex szamok pontosan
akkor egyenldk, har; =1, és ¢, — @, = k - 360° (ahol k € Z).

Komplex szamok alakjainak atirasa:

1. A trigonometrikus alakbol tigy tériink at, hogy a szogfliggvények értékeit behelyettesitjiik,

majd ezutan egyszeri(ibb alakra hozzuk a kapott algebrai alakot.

2. Az algebrai alakbol ugy tériink at, hogy kiszamoljuk a komplex szam abszolutértékét és egy

iranyszogét, majd ezek ismeretében felirjuk a trigonometrikus alakot.

Megjegyzés:

e Amikor a trigonometrikus alakot kell meghataroznunk, akkor az iranyszoget 0° < ¢ < 360°

intervallumban adjuk meg. Ezdltal a komplex szamot egyértelmiien meghatarozza a vektor
hossza és szoge.

o A @ meghatarozasanal figyelembe kell venniink azt is, hogy a komplex szam melyik

siknegyedben helyezkedik el, vagyis azt, hogy az a — nak, illetve b — nek milyen az eldjele.
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TETEL:
A z; =1 -(cosp,+i-sing;) é z, =1, (cose, +i-sing,) komplex szamok (ahol
zy,2, # 0) szorzata: z, - z, =1, "1, - [cos(@; + @,) + i -sin(@; + @,)].

TETEL:
A z; =1 -(cosp,+i-sing;) é z, =1, (cose, +i-sing,) komplex szamok (ahol
z, # 0) hanyadosa: i—: = :—: [cos(p; — @3) +i-sin(@p; — @,)].

Megjegyzés:
Az bsszeadas és kivonas elvégzésére a trigonometrikus alak nem alkalmas, igy ezen miiveletek
elvégzése elott, eloszor at kell irnunk a szamot algebrai alakba.

TETEL: (Moivre — tétele)
Az =r1r-(cose +i-sin¢g) szam n — edik hatvanya: z" = r™ - [cos(n - @) + i - sin(n- @)].

DEFINICIO: (n - edik gyok)
A z komplex szam n — edik gyokén (ahol n pozitiv egész) olyan w komplex szamot értiink,
amelynek n — edik hatvanya z, vagyis w™ = z. Jelolés: w = Vz.

TETEL:
Az =r1-(cos + i-sin¢@) komplex szdm n — edik gydkei: Vr - (cos
ahol k € {0;1;...;n — 1}.

@+2km

+ 181

. . +2km
' Ilw n )’
Megjegyzés:

o FEgy komplex szamnak (és igy a valos szamoknak is) pontosan n darab n — edik gyédke van a
komplex szamok halmazaban.

o Mig a valos szamok halmazan a gyokvonas egyértelmii miivelet, vagyis egy valos szamnak
pontosan egy n - edik gyoke van, addig a komplex szamok korében tobbértelmii miivelet.

o Az \r azr szam valos szamok halmazan vett (egyetlen) n - edik gyokét jelenti.

e Ha az n - edik gyok felirasaban szereplo k szam tetszéleges egész szam lehet, akkor abban
az esetben mikor a k és k, kiilonbsége az n szam egész szamu tobbszordse, a megolddsok
egyenlok lesznek.

e Ha a z komplex szam n - edik gydkeit abrazoljuk a Gauss — féle szamsikon, akkor n > 3
esetén a megfeleld pontok egy szabdlyos n - szég csucsai.
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DEFINICIO: (n —edik egységgyok)
Az x™ — 1 = 0 egyenlet megoldasait (ahol n pozitiv egész) n — edik komplex egységggyoknek
nevezziik. Jele: e = V1.

DEFINICIO: (Egységgyok)
Az £ komplex szamot egységgyoknek nevezziik, ha n — edik egységgyok egy n pozitiv egészre.

TETEL:
Az n — edik egységgyokok felirhatoak a kdvetkezd alakban: g, = Cos¥ +i-sin
ke{0;1;..;n— 1}

2k
=T ahol
n

Megjegyzés:
o Azey =1¢és¢, = & teljesiil minden k € {0;1; ...;n — 1} esetén.

o Azn—edik egységgydkok egy szabdlyos n - szoget alkotnak a komplex szdmsikon, amelynek
a koriilirt kore az origo kozéppontu egységkor, és egyik csucsa 1.

TETEL

Egy z # 0 komplex szam 6sszes n — edik gyokét megkapjuk, ha egy rogzitett n - edik gyokét
megszorozzuk sorra az n — edik egységgyokokkel. Jeloléssel: w™ = z esetén Vz = w - &, ahol
ke{0;1;..;n—1}.

DEFINICIO: (Primitiv n — edik egységgyok)
Azt mondjuk, hogy az & komplex szam primitiv n — edik egységgyok, ha n — edik egységgyok,
de nem m — edik egységgyok semmilyen 0 < m < n egészre.

TETEL:
A primitiv n — edik egységgyokok szama ¢ (n), ahol ¢ az Euler — féle fiiggvény.

TETEL:
Az g, = cos Zan +i-sin Zan egységgyok akkor €s csak akkor primitiv n - edik egységgyok, ha
k relativ prim n - hez.
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Gyvakorlo feladatok

. Ird fel a kovetkezé rendezett valés szamparoknak megfelelé komplex szamokat!

(-1;2) (3;,-4) (0;5) (—6;0)

.Adott a zy =1+2-i és a z, = —3 + i komplex szam. Hatarozd meg a kovetkezd
miiveletek értékét!

z
zZy+ 2z, Zy —Z4 Z1"Zy Z

. Hatarozd meg a kovetkez6 komplex szamok ellentettjét és konjugaltjat!

3+2-i 5—7-i —4-i %

. Hatarozd meg a képzetes egység 0.;1.;2.;3.;4.;5.;6.; 7. hatvainyanak értékeit!

. Hatarozd meg a kovetkezo hatvanyok értéket!

j2016 (-i)? (2 — i)? (1+2-0)3 (i)_s (6+2-0)°

. Abrizold a kovetkezé komplex szamokat Gauss - féle szimsikon, majd ird fel a
komplex szamok trigonometrikus alakjat!

Z1=5—2'i ZZ=_3+i 2324'i Z4=2

. Adottaz; =2-(cos45°+i-sin45°)ésaz, =3-(cos120°+i-sin 120°) komplex
szamok. Hatarozd meg a kovetkezé miiveletek eredményét, majd a trigonometrikus
alakot ird at algebrai alakra!

z 1
Z1'Zy 2 = Z12
Z1 Z2
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8. Hatdarozd mega z = —6 - (sin210° — i - cos 300°) trigonometrikus alakjat!

9. Ird fel a kovetkez6 komplex szimokat trigonometrikus alakban, majd hatirozd meg a
gyokok értékeit!

V27 —25 V—4-i Vi+i

10. Hatarozd meg a kovetkezo gyokok értékeit, majd ird fel azokat algebrai alakban!

3;/8  (c0s90° + i - sin90°) \/16 *(cos 60° + i - sin 60°)

11. Hatarozd meg az 1.,2., 3., 4. egységgyokok trigonometrikus, illetve algebrai alakjat!
Sorold fel a primitiv egységgyokoket!

12. Add meg a hatodik egységgyokok trigonometrikus, illetve algebrai alakjat!

13. Oldd meg a kivetkezo egyenleteket! (Alaphalmaz: C)
a)x2+2=0
b) x> —2x+5=0
c) 5x3-40=0
d2x*+32=0

e xd+x2+x+1=0
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