Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnaziuma)

Exponencialis - , logaritmus -, inverz fiiggvények

DEFINICIO: (Exponencialis fiiggvény)

Ha a adott pozitiv valés szam (a > 0;a € R), akkor az f : R -» R*;x +— a* fliggvényt
a alapt exponencialis fliggvénynek nevezzik.

Megjegyzés:

o Az exponencialis fiiggvényben a valtozo a kitevoben szerepel és az alap egy pozitiv szam.

e Haa > 1, akkor a fiiggvény szigoriian monoton novekvé.

e Ha 0 < a <1, akkor a fiiggvény szigoruan monoton csokkend.

e Haa =1, akkor a fiiggvény konstans (x — 1%).
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Exponencialis fliggvény: f(x) = 3*
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Az é&brarol leolvashatjuk a fliggvény tulajdonsagait:

fx) =3*
Ertelmezési tartomany: Dp:x €R
Ertékkészlet: Ry € ]0; +0of
Periodicitas: Nem periodikus.
Zérushely: Nincs zérushelye.
Monotonitas: Szigoruan monoton csokkené: Nincs ilyen intervallum.
Szigoriian monoton novekvo: X € |—o0; +oo|
Szélsoérték: Minimum: Helye: Nincs minimuma.
Ertéke: Nincs minimuma.
Maximum: Helye: Nincs maximuma.
Ertéke: Nincs maximuma.
Korlatossag: Pontos alsé korlat: k=0
Pontos felsé korlat: Nincs felso korlatja.
Nem Korlatos fliggvény.
Paritas: Nem paros, nem pdratlan fliggvény.
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“,qe 1 X
Exponencialis fiiggvény: f(x) = (E)
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Az é&brarol leolvashatjuk a fliggvény tulajdonsagait:

1 X
o0 =(3)
Ertelmezési tartomany: Dp:x €R
Ertékkészlet: Ry € ]0; +0of
Periodicitas: Nem periodikus.
Zérushely: Nincs zérushelye.
Monotonitas: Szigorian monoton csokkené: X € |—o0; +oo|
Szigoriian monoton novekvé: Nincs ilyen intervallum.
Szélsoérték: Minimum: Helye: Nincs minimuma.
Ertéke: Nincs minimuma.
Maximum: Helye: Nincs maximuma.
Ertéke: Nincs maximuma.
Korlatossag: Pontos alsé korlat: k=0
Pontos felsé korlat: Nincs felso korlatja.
Nem Korlatos fliggvény.
Paritas: Nem paros, nem pdratlan fliggvény.
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DEFINICIO: (Logaritmus fiiggvény)
Ha az a egy 1 — t6l kiilonboz6 pozitiv valos szam, akkor az f: R* - R;x +— log, x
fliggvényt a alapu logaritmus fliggvénynek nevezziik.

Megjegyzés:
e Haa > 1, akkor a fiiggvény szigoriian monoton novekvé.

e Ha 0 < a <1, akkor a fiiggvény szigoruan monoton csokkend.
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Logaritmus fliggvény: f(x) = log, x
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Az é&brarol leolvashatjuk a fliggvény tulajdonsagait:

f(x) =log, x

Ertelmezési tartomany:

Ds:x € ]0; +oof

Ertékkészlet: Ry €eR
Periodicitas: Nem periodikus.
Zérushely: x=1
Monotonitas: Szigoruan monoton csokkené: Nincs ilyen intervallum.
Szigoriian monoton novekvo: x € ]0; +oo[
Szélsoérték: Minimum: Helye: Nincs minimuma.
Ertéke: Nincs minimuma.
Maximum: Helye: Nincs maximuma.
Ertéke: Nincs maximuma.
Korlatossag: Pontos alsé korlat: Nincs also korlatja.
Pontos felsé korlat: Nincs felso korlatja.
Nem Korlatos fliggvény.
Paritas: Nem paros, nem pdratlan fliggvény.
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Logaritmus fiiggvény: f(x) = logi x
3
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Az é&brarol leolvashatjuk a fliggvény tulajdonsagait:

f(x) = log1x

Ertelmezési tartomany:

Ds:x € ]0; +oof

Ertékkészlet: Ry €eR
Periodicitas: Nem periodikus.
Zérushely: x=1
Monotonitas: Szigorian monoton csokkené: x € ]0; 4+o0[
Szigoriian monoton novekvé: Nincs ilyen intervallum.
Szélsoérték: Minimum: Helye: Nincs minimuma.
Ertéke: Nincs minimuma.
Maximum: Helye: Nincs maximuma.
Ertéke: Nincs maximuma.
Korlatossag: Pontos alsé korlat: Nincs also korlatja.
Pontos felsé korlat: Nincs felso korlatja.
Nem Korlatos fliggvény.
Paritas: Nem paros, nem pdratlan fliggvény.
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DEFINICIO: (Inverz fiiggvény)

Egy f fiiggvény inverze a g fiiggvény, ha az f kdlcsondsen egyértelmii €s barmely értelmezési
tartoméanybeli x elemére g (f(x)) = x teljesiil. Jeldlés: g (x) = 71 ().

Megjegyzés:

e Csak a kolesonosen egyértelmii fiiggvényeknek van inverze, s ezeket invertalhato
fliggvényeknek nevezziik.

o A fiiggvény értelmezési tartomanya megegyezik az inverzének értékkészletével (és forditva).

o Az inverz fliggvények megforditjak a hozzarendelés iranyat: az egymashoz rendelt értékek
ugyanazok, de a megfeleltetés iranya ellentétes.

o Egy fiiggvény és inverze tiikrés az y = x egyenletii egyenesre, mert a két fliggvénynél a
tengelyek felcserélodnek, tovabba a két fiiggvény ugyanolyan értelemben monoton.

o A fiiggvény inverzének hozzdrendelési szabalyadt ugy hatarozhatjuk meg, hogy felcseréljiik a
valtozot (x - et) a fiiggvényertékkel (y - nal) és az uj egyenletbdl kifejezziik az y - t.

Szogfiiggvények inverze:

e A szinusz fliggvény a —g <Xx Sg intervallumon szigortian monoton ndvekvd. Ennek
inverze az arkusz — szinusz fiiggvény. Jele: arc sin x.

e A koszinusz fliggvény a 0 < x < m intervallumon szigorian monoton csdkkend. Ennek
inverze az arkusz — koszinusz fiiggvény. Jele: arc cos x.

e A tangens fiiggvény a —g <x <§ intervallumon szigortian monoton ndévekvd. Ennek
inverze az arkusz — tangens fliggvény. Jele: arc tg x.

e A kotangens fiiggvény a 0 < x < m intervallumon szigortan monoton csdkkend. Ennek
inverze az arkusz — kotangens fliggvény. Jele: arc ctg x.

Hatvanvfiiggvények inverzei:
Az f(x) = x™ fiiggvény inverze:

e Han pozitiv paratlan egész, akkor f~1(x) = Vx.
e Han pozitiv paros egész és x € [0; +oo[ akkor f~1(x) = Vx.

e Han pozitiv paros egész és x € ]—oo; 0] akkor f~1(x) = —/x.
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Fuggvénytranszformaciok

Az egyes fliggvénytipusokhoz tartozo6 fliggvényeken bizonyos fajta atalakitasokat végezve a
tipus nem valtozik meg. Ha egy koordindta — rendszerben é&brazolt fliggvény grafikonjat
valamelyik tengely iranyaban eltoljuk, megnyujtjuk vagy 6sszezsugoritjuk, akkor azt mondjuk,
hogy fliggvénytranszformacidt hajtottunk végre.

Valtozo transzformaciok (x koordinatak valtoztatasa):

f(—=x): az y tengelyre valo tiikkrozés

f(x + c): az x tengely mentén (—c) — vel val6 eltolas

f(b - x): az y tengelyre merbleges iranyban zsugoritas / nyujtas

(az x koordinatakat % - szeresére valtoztatjuk, az y koordinatdkat nem valtoztatjuk)

f(lx]): az x = 0 értékekhez tartoz6 gorbét tiikrozziik az y tengelyre
(az x < 0 értékekhez tartozo gorbét elhagyjuk)

Erték transzformaciék (y koordinatak valtoztatisa):

Transzformaciok sorrendje:

—f(x): az x tengelyre valo tiikkrozés

f(x) + d: az y tengely mentén (+d) — vel valo eltolas

a - f(x): az x tengelyre mer6leges iranyban zsugoritas / nyujtas
(az y koordinatakat a — szorosara valtoztatjuk, az x koordinatakat nem valtoztatjuk)

|f(x)]: az y < 0 értékekhez tartozd gorbét tikkrozziik az x tengelyre

Eldszor a valtozo transzformaciokat, majd az érték transzformaciokat végezziik el.

1.

2.

f(x)
flx+c¢)

f(b-x+c)

. f(=b-x+c¢)

a-f(=b-x+c)
—a-f(=b-x+c)

—a-f(-=b-x+c)+d

10
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Gyvakorlo feladatok

K: kozépszintii feladat E: emelt szintii feladat

2 x-5
1. (K) Abrizold és jellemezd a kivetkezé fiiggvényt: f(x) = (;) !

2. (K) Abrazold és jellemezd a kovetkezé fiiggvényt: f(x) = 2% — 4!
, 1
3. (K) Abrazold és jellemezd a kiévetkezé fiiggvényt: f(x) = 32"!
, 1 X
4. (K) Abrazold és jellemezd a kivetkezo fiiggvényt: f(x) = —3 - (E) !
5. (K) Abrazold és jellemezd a kovetkezé fiiggvényt: f(x) = —2%73 + 1!

, x+6
6. (K) Abrazold és jellemezd a kovetkezo fiiggvényt: f(x) = 2 - (%) - 2!

, 2x
7. (K) Abrazold és jellemezd a kovetkezo fiiggvényt: f(x) = — (%) + 3!

8. (E) Abrazold a kovetkezé fiiggvényt: f(x) = 2 - 321 4+ 1!

’ 1-x
9. (E) Abrazold a kovetkezo fiiggvényt: f(x) = G) !

10. (E) Abrazold a kovetkezé fiiggvényt: f(x) = 21¥+101

11



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
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(K) Abrazold az f(x) = 2* — 7 fiiggvényt az x € |—1; 3] intervallumon! Jellemezd a
fiiggvényt értékkészlet, szélsoérték, illetve korlatossag szempontjabol!

-4
(K) Adottaz f(x) = =5~ G)x + 1 fiiggvény. Melyik a nagyobb: f(—1) vagy f(2)?

(K) Adott az f(x) = 5%% — 30 fiiggvény. Szamitsd ki az f (- 2); a —f(~2) és az| (1))
értékek atlagat!

x+3
(K) Adott az f(x) = — G) fiiggvény. Szamitsd ki a kovetkezo kifejezés értékét:

f(=5) = f(=3) = f(D)!

(K) Adott az f(x) = 2**8 — 3 fiiggvény. Szamitsd ki a —5 helyen felvett helyettesitési
érteket!

(K) Adott az f(x) = 3*7* fiiggvény. Szamitsd ki a 7 helyen felvett helyettesitési érték
ellentettjét!

(K) Adott az f(x) =2-G) — 5 fiiggvény. Szamitsd ki a 8 helyen felvett
helyettesitési érték abszolatértékét!

(K) Adott az f(x) = 3 - 47* fiiggvény. Hol veszi fel a fiiggvény a —9 és a 6 értéket?

(K) Dontsd el, hogy rajta van - e a P (2;6) pont az f(x) = 6*—7, illetve a
g(x) = 3* — 3 fiiggvény grafikonjan!

meg abrazolas nelkul az f(x) = 77" fuggveny harom kulonbozo pontjat!
K Add g rb ” lr rlkool ( ) 71 xf..gg r yh, k..l.. b.. "p j"
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21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.
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(K) Hatarozd mag a P (x;1) pont koordinatait wugy, hogy illeszkedjen az
1

2x-3
f(x) = (E) fiiggvény grafikonjara!

(K) Hatirozd mag a P (—1;y) pont koordinatdit ugy, hogy illeszkedjen az
(x) = 2-3*"1 — 4 fiiggvény grafikonjara!
ggveny g J

x—2
(K) Hatarozd meg abrazolas nélkiil az f(x) =5*+3 és a g(x) = — G) +1

fiiggvény zérushelyeit!

3x+2
(K) Hatarozd meg abrazolas nélkiil, hogy hol metszi az f(x) = (1) — 16 fiiggvény

4
a koordinata — tengelyeket!

(K) Ird fel annak a g(x) fiiggvénynek a hozzarendelési szabalyat, amelyet gy
kapunk, hogy az f(x) = 8** fiiggvényt eltoljuk az adott ¥ (—3; 20) vektorral!

(K) ird fel annak a g(x) fiiggvénynek a hozzarendelési szabalyat, amelyet gy
1

x—6
kapunk, hogy az f(x) = (= + 4 fiiggvényt eltoljuk az adott v (8; —7) vektorral!
5

(K) Add meg annak az f(x) fiiggvénynek a hozzarendelési szabalyat, amely pontjait
eltolva az adott ¥ (2; 15) vektorral a g (x) = 13*** — 6 fiiggvény adédik!

(K) Add meg annak a ¥ vektornak a koordinatait, amellyel eltolva az f(x) = (;

1)2x+11

fiiggvény pontjait a g(x) = (—

= — 29 fiiggvény adodik!

(K) Add meg az a értékét, ha f(x) = a* fiiggvény szigorian monoton csokkeno!
Van —e olyan a érték, amely esetén a hozzarendelés képe egy konstans fiiggvény lesz?

13
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.
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(K) Hatarozd meg az f (x) = a* exponencialis fiiggvényben az a értéket, ha tudjuk,
hogy a fiiggvény 5 — hoz 16807 — et rendel!

X
(K) Hatirozd meg az f (x) = (%) + b exponencialis fiiggvényben a b értéket, ha

tudjuk, hogy a fiiggvény a 10 pontban metszi az y - tengelyt!
(K) Abrazold és jellemezd a kiovetkezo fiiggvényt: f(x) = log,(x + 3)!
(K) Abrizold és jellemezd a kovetkezé fiiggvényt: f(x) = logs;(3x)!

(K) Abrazold és jellemezd a kovetkezé fiiggvényt: f(x) = lo g% x—4!

(K) Abrazold és jellemezd a kovetkezo fiiggvényt: f(x) = —2 - log,(x)!

(K) Abrazold és jellemezd a kovetkezé fiiggvényt: f(x) = log% (x—4) + 2!

(K) Abrazold és jellemezd a kovetkezé fiiggvényt: f(x) = % -log, (% x) — 3!

(K) Abrazold és jellemezd a kovetkezé fiiggvényt: f(x) = —3 -logz(x + 1) + 6!
(E) Abrizold a kiovetkezé fiiggvényt: f(x) = —log, (3x + 1) — 2!

(E) Abrazold a kovetkezé fiiggvényt: f(x) = 3 - log%(Z —x) +1!

(E) Abrazold a kovetkezé fiiggvényt: f(x) = |logs(2x)]!

14



42.

43.

44,

45,

46.

471.

48.

49,

50.
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(K) Abrazold az f(x) =logi(x + 6) fiiggvényt az x € ]—4;2] intervallumon!
2

Jellemezd a fiiggvényt értékkészlet, szélsoérték, illetve korlatossag szempontjabol!

(K) Adott az f(x) = 2-logi(7 — x) — 8 fiiggvény. Melyik a nagyobb: f(—9) vagy
4
f(6)?

(K) Adott az f(x) = —4 - logs(3x + 9) fiiggvény. Szamitsd kiaz f (- T5);a—f (=3)
és az | f (— g)l értékek atlagat!

(K) Adott az f(x) = —logs Gx + 4) fiiggvény. Szamitsd ki a kovetkezé Kifejezés
23

értékét: f (— 2) - f@) - f(-6)!

(K) Adott az f(x) =logs(2x + 11) fiiggvény. Szamitsd ki a 57 helyen felvett
helyettesitési értéket!

(K) Adott az f(x) =5-log,(x — 12) fiiggvény. Szamitsd ki a 20 helyen felvett
helyettesitési érték ellentettjét!

(K) Adott az f(x) =logs(x —3) fiiggvény. Szamitsd ki a » helyen felvett
8 ggveny 16

helyettesitési érték abszolutértékét!

(K) Adott az f(x) = — logz(x — 1) fiiggvény. Hol veszi fel a fiiggvény a —5 és a 8
értéket?

(K) Dontsd el, hogy rajta van - e a P (1022;30) pont az f(x) = 3 -log,(x + 2),
illetve a g(x) = 6 - logg(x — 510) fiiggvény grafikonjan!

15



51,

52.

53.

54.

55.

56.

S7.

58.

59.

60.
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(K) Add meg abrazolas nélkiill az f(x) =loge(x+ 10) — 8 fiiggvény harom
kiilonb6z6 pontjat!

(K) Hatarozd mag a P (x;2) pont koordinatait ugy, hogy illeszkedjen az
f(x) =log,(8x — 9) fiiggvény grafikonjara!

(K) Hatarozd mag a P (3;y) pont koordinatait ugy, hogy illeszkedjen az
f(x) = —logix + 4 fiiggvény grafikonjara!
3

(K) Hatarozd meg az f(x) = log,(x — 1) ésa g(x) = —2 - logq(x + 3) + 1 fiiggvény
zérushelyeit abrazolas nélkiil!

(K) Hatarozd meg abrazolas nélkiil, hogy hol metszi az f(x) = —5-logq(x + 6) + 3
fiiggvény a koordinata — tengelyeket!

(K) ird fel annak a g(x) fiiggvénynek a hozzarendelési szabalyat, amelyet gy
kapunk, hogy az f(x) = —9 - loga x fiiggvényt eltoljuk az adott v (7; 10) vektorral!
3

(K) Ird fel annak a g(x) fiiggvénynek a hozzarendelési szabalyat, amelyet gy
kapunk, hogy az f(x) = logg(x + 9) — 10 fiiggvényt eltoljuk az adott v (—5;—6)
vektorral!

(K) Add meg annak az f(x) fiiggvénynek a hozzarendelési szabalyat, amely pontjait
eltolva az adott v (—8; 21) vektorral a g(x) = logi(x — 4) fiiggvény adédik!
5

(K) Add meg annak a v vektornak a koordinatait, amellyel eltolva az
f(x) =loge(x —7) + 8 fiiggvény pontjait a g(x) =loges(x —9) + 3 fiiggvény
adodik!

(K) Add meg az a értékét, ha f(x) = log, x fiiggvény szigorian monoton novekva!

16



61.

62.

63.

64.

65.
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(K) Hatarozd meg az f(x) = log, x exponencialis fiiggvényben az a értéket, ha
tudjuk, hogy a fiiggvény 81 — hez 4 — et rendel!

(K) Hatarozd meg az f(x) = log,3(x + b) exponencialis fiiggvényben a b értéket, ha
tudjuk, hogy a fiiggvény a 26 pontban metszi az x - tengelyt!

(K) Oldd meg grafikusan a kovetkez6 egyenleteket!
a) G)x =x+6

b) 3* = Vx + 2

c) log,(x+4)—1=—|x—1|+5

d) logi(x—2)+1=(x-1)2-3

(K) Oldd meg grafikusan a kovetkezé egyenlotlenségeket!
a) logz x < —§x+ 3
b) logix < —(x + 1)2 — 2

2

0 (3)

d) 2 +1>-2

1
+3<|x+2|+1

(E) Hatarozd meg a kovetkez6 fiiggvények értelmezési tartomanyat!

f(x) = |logs(x)| gx) = 108%|x| h(x) =1g(2* - 4)
i(x) = logs (logl ;) j(x) =/lg (1 — sin%x) k(x) = \/%
I(x) = 85in® m(x) = G)m n(x) = logg(9 — x2)

17



66.

67.

68.

69.

70.
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(E) Hatarozd meg az fog és gof osszetett fiiggvényeket, ha f(x) = 2% és
g (x) = —-5x+ 3!

(E) Hatarozd meg az fogoh és ho go f osszetett fiiggvényeket, ha f (x) = |x|;
g (x) =§+1ésh(x)=x—2!

(E) Hatirozd meg az f(x)=+x és g(x) =x?—4 fiiggvényekbol képezett
Fx)=f (g(x)) és G(x) = g(f (x)) osszetett fiiggvények értelmezési tartomanyat és
értékkészletét! Add meg a fiiggvények hozzarendelési szabalyat is!

(E) Készitsd el a fiiggvényekbél az osszes lehetséges F(x) = f(g(x)) osszetett
fiiggvényt. Add meg mind a hat oOsszetett fiiggvény értelmezési tartomanyat és
értékkészletét!

y = cos(x) y=+x y=x-T

(E) Hatarozd meg a kovetkez6 fiiggvények inverzeit!

a) f(x) =1+1logi(x + 3)

b) gx) =47
c) h(x) =3x—4
d) i(x) = VYx ¥ 2;

e) j(x) = x?

18



Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnaziuma)

71. (E) Jellemezd a fiiggvények inverzét a kivetkezoé szempontok szerint: értelmezési
tartomany, értékkészlet, monotonitas és zérushely!

6 -
a(x)
4 -

-2 -1 0 1 2 3 4

-2

72. (E) Abrazold a szogfiiggvények inverzeit!
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