Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnaziuma)

Bizonyvitasi modszerek I11.

Teljes indukcid 1énvyege:

e A természetes szamokkal kapcsolatos allitast eldszor ellendrizzilk néhany konkrét
szamértékre, pl..n=1-re,n = 2 - re.

e Ezutan megmutatjuk, hogy ha valamely k természetes szamra igaz az allitas (a k 1étezését
mar szamitéssal ellendriztiik), akkor a kdvetkezd k + 1 természetes szamra is igaz lesz.

e Ekkor a tulajdonsag k — r6l k + 1 — re 6roklodik, vagyis az allitds minden természetes
szamra igaz lesz.
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Gyvakorlo feladatok

. ’ P . . P n-(n+1
. Bizonyitsd be, hogy az elsd n pozitiv természetes szam osszege: it

. Bizonyitsd be, hogy az elsé n pozitiv természetes szam négyzetének osszege felirhaté a
n-(n+1)-(2n+1)I
p !

kovetkezoképpen:

n?-(n+ 1)2I

. Bizonyitsd be, hogy az elsé n pozitiv természetes szam kobének osszege: "

. Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egész esetén teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

1+3+-+2n—1)=n?

. Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egész esetén teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

3n2+n
2

2+5+8+-+@Bn-1)=

. Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egész esetén teljesiil a kovetkezé osszefiiggés!

13433+ +(2n-1)3=n%-(2n?-1)

. Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezé osszefiiggés!

n+(n+1)+--+Bn-3)+Bn-2)=02n-1)>?

. Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egész esetén teljesiil a kovetkezo dsszefiiggés!

n-2n-1)-2n+1)
3

12+3%2+.+(2n-1)%2=
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9. Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

1-442-7++n-B3n+1)=n-(n+1)>

Bizonyitsd be, hogy barmely n € Z" - re teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

n-nm+1)-(n+2)

1-242-3+4+n-(n+1) = 3

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezoé osszefiiggés!

n-m+1)-n+2)-(n+3)
4

1-2:342-3-444n-(n+1) - n+2) =

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezoé osszefiiggés!

1 1 1 1 1 1
1-2+3-4+ +(2n—1)-2n_n+1 n+2+ +2n

Bizonyitsd be, hogy minden n > 2 egész esetén teljesiil a kovetkezo dsszefiiggés!

(1-9-(1-3) - (1-2) -2

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

1 1 1 n
1zT23 " +n-(n+1)_n+1

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

1 1 n
ﬁ+ﬁ+m+(2n—1)-(2n+1)_2n+1

1

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

1 1 1 3n% +5n
ﬁ+ﬂ+'"+n-(n+z) T4 (n+1) n+2)
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Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

3 1 3n% +12n + 11
n-m+3) 6 (m+1)-(m+2) (n+3)

3
=+

3
tatzs Y

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!
2 22

1
1'3+3~5

n? _n-(n+1)

+m+(2n—1)-(2n+1) T 2.-(2n+1)

ird fel zart alakban a kovetkezé Kifejezést, ahol n € Z*! Bizonyitsd be a sejtésedet!

1 1
Tat17 " " TG anry

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

1.2.3+2-3-4+.“+n-(n+1)-(n+2) =E.

1 1 1 1 [; m]

Bizonyitsd be, hogy barmely n természetes szam esetén teljesiill a kovetkezo
osszefiiggés!

2|In® —n

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

6|3n%+3n

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

6|Ind—n

Bizonyitsd be, hogy barmely n természetes szam esetén teljesiill a kovetkezo
osszefiiggés!

31n+2n
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Bizonyitsd be, hogy barmely n természetes szam esetén teljesiil a kovetkezo
osszefiiggés!

6| n3+11n

Bizonyitsd be, hogy barmely n természetes szam esetén teljesiil a kovetkezo
osszefiiggés!

6| n3+5n

Bizonyitsd be, hogy barmely n természetes szam esetén teljesiill a kovetkezo
osszefiiggés!

5|n°—n

Bizonyitsd be, hogy barmely n természetes szam esetén teljesiil a kovetkezo
osszefiiggés!

30| n°—n

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

6114n3+9n? +n

Bizonyitsd be, hogy barmely n természetes szam esetén teljesiill a kovetkezo
osszefiiggés!

4 | n* - 2n3 + n?

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

24 | n*+2n —n?-2n

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

120 | n° —5n3 + 4n
5
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Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

312242

Bizonyitsd be, hogy barmely n természetes szam esetén teljesiil a kovetkezo
osszefiiggés!

312-7"+1

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkez6 osszefiiggés!

10111 -1

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

47"+ 3"

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

5| 24n+1 L 3

Bizonyitsd be, hogy barmely n természetes szam esetén teljesiill a kovetkezo
osszefiiggés!

8|32"4+7

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

914" +15n-1

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

18| 22" + 24n — 10



41.

42.

43.

44,

45.

46.

47.

48.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnaziuma)

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

9|7"+3n-1

Bizonyitsd be, hogy barmely n természetes szam esetén teljesiil a kovetkezo
osszefiiggés!

27110"+18n-1

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkez6 osszefiiggés!

16 | 3?2"*2 1 8n -9

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

64 |3%"*2 _8n—-9

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

81110"-(9n—-1)+1

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

4|3-17%" + 25"

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

5/4-6"+5"-4

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

13 | 3n+2 + 42n+1
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Bizonyitsd be, hogy barmely n természetes szam esetén teljesiil a kovetkezo
osszefiiggés!

11 | 26n+1 + 32n+2

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

133 | 117+2 4 122n+1

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkez6 osszefiiggés!

21 | 52n+1 + 4n+2

Bizonyitsd be, hogy barmely n természetes szam esetén teljesiil a kovetkezo
osszefiiggés!

7 | 32n+1 + 2n+2

Bizonyitsd be, hogy barmely n természetes szam esetén teljesiill a kovetkezo
osszefiiggés!

57 | 7n+2 + 82n+1

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

1717 - 52n—1 + 23n+1

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

19 | 52372 4 33n-1

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

8|5"+2-3"141
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Bizonyitsd be, hogy barmely n természetes szam esetén teljesiil a kovetkezo

osszefiiggés!

99 | 3n+3 . 22n+2 —-108

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

17 | 25n+3 4+ 5. 3n+2

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkez6 osszefiiggés!

23 | 27n+3 + 3Zn+1 . 54-n+1

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkez6 osszefiiggés!

11| 6°" +3"+2 + 3"

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

19 | 52n—1 . 2n+1 + 3n+1 . 22n—1

Bizonyitsd be, hogy barmely n természetes szam esetén teljesiil a kovetkezo

osszefiiggés!

57 | 7™ + 7 4 7"

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

72 n-13""1'—(n+1)-13"+1

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

1-1142-2l++n-n=mn+1)!-1
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Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre teljesiil a kovetkezo osszefiiggés!

12_22+32_42+_“+(_1)n_1_n2 — (_1)11—1."'(7;"'1)

Bizonyitsd be, hogy (2 + 1) - (22 +1) - ...- (22" + 1) = 22" — 1, ahol n € Z"!

Bizonyitsd be, hogy barmely n > 5 egész esetén: 2" > n?!

Bizonyitsd be, hogy minden n pozitiv egész esetén: 2™ > 2n!

Bizonyitsd be, hogy barmely n > 2 egész esetén: 2™ > 2n + 1!

Bizonyitsd be, hogy barmely n > 3 egész esetén: 3" > n3!

Bizonyitsd be, hogy barmely pozitiv egész esetén: (n + 1)! > 2711

Bizonyitsd be, hogy barmely n > 7 egész esetén: n! > 3"!

Bizonyitsd be, hogy barmely pozitiv egész esetén: n! > 2™ 11

Bizonyitsd be a Bernoulli — egyenlétlenséget: barmely a = —1 és n természetes
szamra (1+a)">1+n-a!

3 5 2n-1 1

Bizonyitsd be, hogy barmely n > 2 pozitiv egész esetén: - -~ - —- o < m!
. , . . .y 1 3 2n-1 1
Bizonyitsd be, hogy barmely n > 1 —re teljesiil: 22 " T > 4 \/ﬁ!
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2

. , . ers - ; 1 1 1
> - 44—
Bizonyitsd be, hogy barmely n > 2 pozitiv egész esetén: 1 + 2 + .-+ 2 > 2

1

|
3n+1> 1!

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egész esetén: # + n_-1FZ + -+

Bizonyitsd be, hogy barmely n > 2 pozitiv egész esetén: \/_II + le + -+ \/—15 > /n!

L 3 . L1 1 1
Bizonyitsd be, hogy barmely n > 2 egész esetén: =+ =+ -+ =<2 Vn — 1!

Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egész esetén: —-—- ... (;Z i ;) 5 _1 \/ﬁ!
. . . .. . 10"*1 - 9n - 10
Bizonyitsd be, hogy barmely n pozitiv egészre: 3 + ---+ 33 ...33 = T!

ndb
Bizonyitsd be, hogy ha a + i egész, akkor a™ + a—ln is egész, ahol n pozitiv egész!

Bizonyitsd be, hogy ha a + b = 2 és a? + b? = 4, akkor a™ + b™ = 2", han € Z*!

Bizonyitsd be, hogy ha x; és x, az egész egyiitthatés x* + ax + b = 0 masodfokii

egynelet megoldasai, akkor barmely n pozitiv egész esetén x;™ + x,™ egész szam!
. , ; . n?+n+2 .
Bizonyitsd be, hogy n darab egyenes a sikot legfeljebb —, — részre osztja!

Bizonyitsd be, hogy n kor a sikot legfeljebb n? — n + 2 részre osztja!

11
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Bizonyitsd be, hogy egy adott ponton Atmené n darab egyenes a sikot 2n részre osztja!

Bizonyitsd be, hogy barhogy is rajzolunk a sikon n darab egyenest (illetve kort), a
kapott ,,térkép” mindig Kiszinezhet6 két szinnel gy, hogy az oldalszomszédos részek
ne legyenek azonos sziniiek!

Adott n darab pont a sikon. A kozottiik meghuzhaté szakaszok koziil n darabot
megrajzolunk (n = 3). Bizonyitsd be, hogy létrejon olyan zart sokszégvonal,
amelynek csucsai az adott pontok koziil valok!

Adott n darab egyenes gy, hogy barmely kettonek van kézos pontja. Bizonyitsd be,
hogy akkor az egyenesek vagy mind egy sikban vannak, vagy mind egy ponton
haladnak at!

Bizonyitsd be, hogy minden n > 4 pozitiv egész szamra létezik olyan konvex
n — szog, amelynek pontosan 3 hegyesszoge van!

Bizonyitsd be, hogy minden négyzet feldarabolhaté n darab négyzetre (n > 5)!

Bizonyitsd be, hogy minden haromszog feldarabolhato n darab hozza hasonlo
haromszogre (n > 5)!

Mutasd meg, hogy minden szabalyos haromszog feldarabolhaté n darab szabalyos
hiaromszogre, ha n > 6!

Adott a kivetkezé egységii tomegek: 1;2;22;...;2". Bizonyitsd be, hogy ezekkel
tetszéleges 2™*1 — 1 — nél nem nagyobb egész tomegii testet meg tudunk mérni!

3" szamu, Kkiilsoleg egyforma golyo koziil egy kivételével mindegyiknek egyenl6 a
tomege is. A ,,hibas” golyé konnyebb, mint a tobbi. Bizonyitsd be, hogy kétkara
mérleggel n 1épésben kivalaszthato a ,,hibas” golyo!

12
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97. A benaresi templom kupoldja alatt marvanyasztalra erdsitve harom gyémantti
csillog. Hajdanaban, a templom épitésekor az elso tiin 64 kozépen atfurt aranykorong
helyezkedett el, legalul a legnagyobb, rajta egy kisebb, azon egy még Kkisebb és igy
tovabb, egyre csokkené atmérével. Az isteni parancs igy szélt: ,,Mind a 64 korongot
at kell helyezni a masodik gyémanttiire. Athelyezés kozben a harmadik gyémanttiit is
szabad hasznalni. A kovetkezo utasitasokhoz kell tartsak magukat mindazok, akik az
athelyezéssel megprobalkoznak:

% Egy tiirél csak a legfelsé korongot szabad levenni.

% Korongot atteni vagy csak iires tiire szabad, vagy olyanra, melyen a legfelsd
korong atmérdje nagyobb, mint az atteendo korongé.

% Minden masodpercben egy athelyezés torténjék.

Amikor az utols6 korongot is athelyezik, akkor érkezik el a vilagvége. A feladat
végrehajtasahoz mennyi athelyezésre van sziikség, s hany év milva jon el a vilagvége?

98. Bizonyitsd be a kovetkezé egyenléséget! (sinx # 0;n € N)

__ sin(2™*1 - x)

. . e n. ) =
cos x - cos(2x) - cos(4x) cos(2™ - x) T i
1 1 : , ‘s .
99. Adottaz a, = 202 =3,0n2 = % rekurziv soorzat, ahol n egy pozitiv egész.
. P . f . 1
Bizonyitsd be, hogy a sorozat altalanos alakja a,, = ——!

2n-14q°

100. Adott az a; = 2;a,..1 = 3 - a, — 2 rekurziv sorozat, ahol n egy pozitiv egész. ird
fel a sorozat altalanos tagjat és bizonyitsd be sejtésedet!

101. Egy sorozatra: a; =1 és a,,1 = 2 - a, + 1. Bizonyitsd be, hogy a,, = 2" — 1!

" , .z . rqe P 1
102. Az {a,} sorozatot a kovetkezé rekurzié definialja: a; = 1 és a,, = :—J_rl " Qy_1, ahol

n € Z*. Ig Igazold a kovetkezét: a,, = Ze+l),

13
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Egy sorozat els6 harom tagja 3. A sorozat tovabbi tagjait az alabbi osszefiiggéssel
kapjuk meg: a, = 3a,_1 —a,_, + 2a,_3;n > 4. Bizonyitsd be, hogy a sorozat
minden tagja harommal oszthato!

Egy szamsorozat elsé tagja a; = V5 és a,.; =+/5°a, minden n € Z* esetén.
Hatarozd meg a sorozat n — edik tagjanak altalanos alakjat!

Hol a hiba a kovetkezo bizonyitasban?

Allitas: Barmely n természetes szamra igaz, hogy a™ = 1, ahol a tetszéleges pozitiv
valos szam.

Bizonyitas teljes indukcidval:

(a) Han = 0, akkor a® = 1, igaz az allitas.

(b) Tegyiik fel, hogy a tétel igaz barmely n < k—rais: a* = 1.

(c) Ekkor allitjuk, hogy n = k + 1 — re is igaz, mivel az indukcios feltétel szerint:

k k
k+1 2k-(k-1) _a -a" _1-1
=S r=7=1
a 1

a =a

14
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