Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Bizonyitasi modszerek

Skatulya — elv lényege:

e Azt hasznaljuk fel, hogy ha van n darab sktulyank, és ezekbe n - nél tobb dolgot helyeziink
el, akkor biztosan lesz legalabb egy olyan skatulya, amelybe egynél tobb dolog keriil.

e Tovabba, ha az n skatulydba n - k — nal tobb dolgot helyeziink el, akkor biztosan lesz
legalabb egy olyan skatulya, amelybe k — nal tobb dolog keriil.



Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Gyvakorlo feladatok

. Egy iskolaban 5 szakkor miikodik és 77 tanulé vesz részt a szakkorok munkajaban.
Egy — egy tanulo legfeljebb harom szakkornek lehet a tagja. Mutasd meg, hogy van
legalabb 4 olyan tanuld, aki pontosan ugyanazokra a szakkorokre jar!

. Egy 5 x 5 — 0s tablazatot kitoltottiink a —1 és 1 szamokkal. Ezutan képezziik a sorok
és az oszlopok osszegét. Igazold, hogy az igy kapott szamok kozott mindig lesz legalabb
két azonos!

. Egy 10 f6s csoport minden tanuléja felirt a fiizetébe 10 kiilonb6z6 kétjegyii szamot.
Bizonyitsd be, hogy a felirt szamok koziil legalabb 1 kétjegyl szam két fiizetben is
szerepel!

. Felirtunk 5 pozitiv egész szamot. Bizonyitsd be, hogy biztosan van koztiik 2, amelyek
kiilonbsége oszthato 4 — gyel!

. Bizonyitsd be, hogy 1001 darab természetes szam kozott mindig van 2, amelyek
kiilonbsége oszthato 1000 — rel!

. Bizonyitsd be, hogy 11 egész szam kozott mindig van 2, melyek kiilonbsége oszthato
10 — zel!

. Bizonyitsd be, hogy 3 egész szam kozott mindig van 2, melyek 6sszege oszthato 2 - vel!

. Bizonyitsd be, hogy 5 egész szam kozott mindig van 3, melyek osszege oszthaté 3 —mal!

. Bizonyitsd be, hogy 21 darab egész szam kozott mindig van 5, amelyek Osszege
oszthaté 5 - tel!
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Bizonyitsd be, hogy ha leirunk 10 tetszéleges kiilonb6z6 természetes szamot, akkor
mindig van koztiik legalabb 4 olyan, amelyek koziil barmely 2 kiilonbsége oszthato
3 —mal?

Bizonyitsd be, hogy 59 darab pozitiv egész szam kozott biztosan van 9 olyan, amely
7 - tel osztva ugyanazt a maradékot adja! Legalabb hany pozitiv egész szamra igaz az
allitas?

Bizonyitsd be, hogy ha leirunk 100 tetszoleges kiilonb6z6 természetes szamot, akkor
mindig van koztiik legalabb 10 olyan, amelyek koziil barmely 2 kiilonbsége oszthato
11 —gyel!

Igazold, hogy 10 pozitiv egész szam koziil mindig ki lehet valasztani néhanyat gy,
hogy dsszegiik nullara végzodjon!

Bizonyitsd be, hogy 3 négyzetszam kozott mindig van 2 olyan, melyek kiilonbsége
oszthato 4 — gyel!

Bizonyitsd be, hogy 3 négyzetszam kozott mindig van 2, melyek kiilonbsége oszthato
3 —mal!

Bizonyitsd be, hogy 4 négyzetszam kozott mindig van 2 olyan, melyek kiilonbsége
oszthaté 8 — cal!

Bizonyitsd be, hogy 4 négyzetszam kozott mindig van 2, melyek kiilonbsége oszthato
5 — tel!

Igazold, hogy 5 négyzetszam kozott vagy van 5 - tel oszthato, vagy van 2, amelyek
kiilonbsége 10 - zel oszthato!

Bizonyitsd be, hogy 7 négyzetszam kozott mindig van 2, amelyek kiilonbsége oszthato
10 — zel!
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Bizonyitsd be, hogy 7 Kiilonb6z6é négyzetszam kozott mindig van 2, melyek
kiilonbsége 15 — tel oszthato!

Véletlenszertien leirunk egy papirra 7 darab kiilonb6zé négyzetszamot. Az alabbi
allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis?

A: Biztos van koztiik 3 - mal oszthato.
B: Van koztiik 2, melyek kiilonbsége nullara végzodik.

C: Van koziik 4 szam, melyek szamtani kozepe egész szam.

Add meg az n értékét, ha igaz ra a kovetkezé: n négyzetszam kozott vagy van 7 - tel
oszthatd, vagy van koztiik 2, melyek kiilonbsége 7 - tel oszthato!

Bizonyitsd be, hogy 5 darab 10 — nél nagyobb primszam kozott mindig van 2, melyek
kiilonbsége oszthato 10 — zel!

Bizonyitsd be, hogy 5 darab 5 — nél nagyobb primszam kozott mindig van 2, melyek
kiilonbsége oszthaté 5 — tel!

Bizonyitsd be, hogy 5 darab 1000 — nél nagyobb primszam koézétt mindig van 2,
amelyeknek az utols6 szamjegye megegyezik!

Bizonyitsd be, hogy legfeljebb 4 kiilonb6z6 primszamot lehet megadni ugy, hogy
koziiliikk barmely 3 6sszege is prim legyen!

Bizonyitsd be, hogy van 2 olyan kiilonb6zé primszam, amelyeknek azonos az utolso
2013 szamjegye!

Bizonyitsd be, hogy van 2 olyan Kiilonb6z6 primszam, amelyeknek azonos az utolso
2017 szamjegye!
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Bizonyitsd be, hogy van olyan 2001 — gyel kezd6d6 természetes szam, amely oszthato
17 — tel! Mutass ra példat!

Bizonyitsd be, hogy van olyan csupa 1 és 0 szamjegyekbdl allé természetes szam,
amely oszthato 17 — tel! Mutass ra példat!

Bizonyitsd be, hogy a csupa 5 — 6s szamjegybdél allo szamok kozott van olyan, amely
oszthato 2009 — cel!

Bizonyitsd be, hogy ha az elsé 1000 pozitiv egész szam koziil kivalasztunk 501
darabot, akkor biztosan van kozottiik 2, amelyek relativ primek!

Bizonyitsd be, hogy barhogyan valasztunk ki az 1;2;..;2n szamok koziil
n + 1 — et, biztosan lesz a kivalasztottak kozott 2 olyan, amelyek relativ primek!

Bizonyitsd be, hogy n + 1 darab egész szam kozott mindig van 2, melyek kiilonbsége
oszthaté n — nel!

Bizonyitsd be, hogy a 3 pozitiv egész kitevéjii hatvanyainak utolsé jegyeibdl allo
sorozat periodikus!

Bizonyitsd be, hogy a 2 pozitiv egész kitevojiu hatvanyainak utolsé 3 jegyébol allo
sorozat periodikus!

Leirtuk a természetes szamokat sorban 1 — t6l 123 — ig, azutan alairtuk még egyszer
ugyanezeket a szamokat, de tetszéleges sorrendben. Végiil a felsé6 sorban allo
szamokbdl kivontuk az alattuk allokat, és a kiillonbségeket 0sszeszoroztuk. Bizonyitsd
be, hogy a végeredmény paros szam lett!

Az 1-2—-3—-4—--—2001 kifejzésben zarodjelparok alkalmas elhelyezésével
jelolhetjiik ki a miiveletek elvégzésének sorrendjét. Bizonyitsd be, hogy vannak olyan
zarojelezések, melyek ugyanazt az eredményt adjak!
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Biyonyitsd be, hogy ha felirtunk 15 egymas utani egész szamot, akkor biztosan van
koztiik 2, amelyek osszege oszthaté 15 — tel!

lgaz - e, hogy ha felirtunk 15 pozitiv egész szamot, akkor biztosan van koztiik 2,
amelyek osszege oszthato 15 — tel?

Bizonyitsd be, hogy legfeljebb 8 egész szamot irhatunk fel ugy, hogy semelyik 2
osszege és semelyik 2 kiilonbsége sem oszthato 15 — tel!

Bizonyitsd be, hogy legalabb 6 egész szamot kell megadni ahhoz, hogy biztosan legyen
kozottiik legalabb 2, melyek kiilonbsége oszthato 5 — tel!

Bizonyitsd be, hogy legkevesebb 9 egész szamot kell felirni ahhoz, hogy biztosan
legyen koztiik 2, amelyek kiilonbsége oszthaté 8 — cal!

Bizonyitsd be, hogy 5 egész szam kozott mindig van 2, melyek Osszege vagy
kiilonbsége oszthato 7 - tel!

Bizonyitsd be, hogy tetszéleges 4 pozitiv egész szam koziil mindig Ki lehet valasztani
néhanyat (egyet, kettot, harmat vagy négyet) ugy, hogy a kivalasztott szamok osszege
oszthato legyen 4 — gyel!

Bizonyitsd be, hogy tetszdleges 5 pozitiv egész szam koziil mindig Ki lehet valasztani
néhanyat (egyet, kett6t, harmat, négyet vagy otot) ugy, hogy a kivalasztott szamok
Osszege oszthato 5 — tel! Milyen szamot irhatunk az 5 helyett?

Az elso 100 pozitiv egész szamot rairtuk egy — egy cédulara és beletettiik egy kalapba.
Bekotott szemmel, visszatevés nélkiil kihuzunk 55 szamot. Igaz — e, hogy a kihtzott
szamok kozott biztosan van 2 olyan szam, amelyek kiilonbsége éppen 9? Vizsgald
meg a problémat 9 helyett 10 —re, 11 —re és 12 — re!
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Bizonyitsd be, hogy minden tarsasagban van 2 olyan ember, akiknek azonos szami
ismerodse van a tarsasag tagjai koziil! (Az ismeretséget kolcsonosnek tételezziik fel.)

A [0; 1] intervallumon Kijeloliink 4 szamot. Igazold, hogy van kozottiik 2, melyek
eltérése legfeljebb %!

Bizonyitsd be, hogy 5 racspont kozott mindig van 2, melyek altal meghatarozott
szakasz felezépontja is racspont! (Racspont a koordinata — rendszer olyan pontja,
melynek mindkét koordinataja egész szam.)

Bizonyitsd be, hogy a térben 9 racspont kozott, ha semelyik 3 nem esik egy egyenesre,
mindig van 2, melyek szakaszanak felezépontja is racspont!

Bizonyitsd be, hogy a sikon 13 racspont kozott, ha semelyik 3 nem esik egy egyenesre,
mindig van 3, amelyek altal meghatarozott haromszog sulypontja is racspont!

Egy 5dm oldala, négyzet alakua céltablara 30 lovés érkezik. Mutasd meg, hogy
biztosan van 2 16vés, amelyek tavolsaga legfeljebb 1,5 dm!

Igazold, hogy barhogy is vesziink fel egy 30 x 30 cm — es négyzetben 10 pontot,
mindig van 2 olyan pont, amelyek tavolsaga 15 cm — nél kisebb!

Bizonyitsd be, hogy ha egy egység oldali négyzetben felvesziink 33 pontot, akkor
mindig lesz koztiikk 3 olyan, amelyek altal meghatarozott haromszog teriilete nem

nagyobb, mint %!

Igazold, hogy barhogy is vesziink fel egy 35 cm oldali négyzetben 51 pontot, mindig
van 3 olyan pont, amelyek egy 5 cm sugari korlappal lefedhetok!

Egy 6 dm oldali, négyzet alaku céltablara 10 lovés érkezik. Bizonyitsd be, hogy
biztosan van 2 16vés, amelyek tavolsaga legfeljebb 3 dm!
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Négyzet alaku céltablara lead valaki 65 lovést, amelyek mindegyike talal. A céltabla
oldala 24 cm hosszusagu. Bizonyitsd be, hogy a talalatok kozott mindig van 2 olyan,

amelyek tavolsaga nem nagyobb, mint 3 - V2 cm!

Az 1 egység oldalu négyzetbe helyezziink el 30 pontot. Bizonyitsd be, hogy mindig
talalhaté a pontok kozott 4 olyan, hogy ezek egy 0,25 sugaru korlappal lefedheték!
(A korlap egy része kiviil lehet a négyzeten.)

Egy 1 m oldald négyzetben felvesziink 201 db pontot. Bizonyitsd be, hogy van
koztiik 3, melyek lefedheték egy 160 cm? teriiletii korrel!

Adott egy 2 egység oldali négyzet. Bizonyitsd be, hogy el lehet helyezni a négyzet
belsejében vagy a hataran 9 pontot ugy, hogy barmely 2 tavolsaga legalabb 1 legyen!
El lehet — e helyezni 10 pontot?

Egy téglalap egy csticsabdl kiindulé oldalainak hossza 15 cm és 20 cm. Kijeloliink
26 pontot a téglalapon. Bizonyitsd be, hogy mindenképpen lesz 2 olyan pont a
kijeloltek kozott, melyek tavolsaga legfeljebb 5 cm!

Egy 10 m X 15 m alapteriiletii teremben 152 ember vesz részt egy alléfogadason.
Mutasd meg, hogy mindig kivalaszthaté koziilik 2, akik legfeljebb 1,5 méter
tavolsagra allnak egymastol!

Egy 10 m széles és 20 m hosszu kertben 51 darab gyiimolcsfat iiltettek el. Bizonyitsd
be, hogy van legalabb 2 olyan gyiimoélcsfa, melyeket 3 m — nél kozelebb iiltettek
egymashoz!

Egy 15 méter oldali szabdlyos haromszog alakd viragoskertben eliiltettiink
10 rozsatovet. Bizonyitsd be, hogy biztosan van 2, melyek tavolsaga kisebb, mint
5 méter!

Egy 12 cm oldalu szabalyos hatszéglapon felvesziink 19 pontot. Bizonyitsd be, hogy
mindig van legalabb 4 olyan pont, amelyek koziil barmely kettének a tavolsaga nem
nagyobb 12 cm — nél!
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Egy 40 cm oldald, szabalyos hatszog alaku céltablara 7 lovés érkezik. Bizonyitsd be,
hogy van kozottiik legalabb 2 olyan, amelyek egymastol mért tavolsaga nem nagyobb
40 cm —nél!

Egy téglalapot 13 egyenes metsz ugy, hogy mindegyik egyenes 2 olyan négyszogre
bontja a téglalapot, amelyek teriiletének aranya 1:5. Mutasd meg, hogy ekkor van
4 olyan egyenes, amelyek egy pontban metszik egymast!

EgQy egység sugard, korlap alaku céltablat 7 talalat ér. Bizonyitsd be, hogy van
2 talalati pont, amelyek tavolsaga legfeljebb 1!

Egy egység sugari, kor alaku céltablat 13 talalat ér. Bizonyitsd be, hogy van 3 olyan
talalati pont, amelyek tavolsaga paronként legfeljebb 1 egység!

Egy kor alaku céltablan 9 talalat van, a kor sugara 50 cm. lgazold, hogy akad 2 olyan
talalat, amelyek mindegyike ugyanabban a 312, 57 cm? teriiletii sikrészben van!

Egy 4 egység élhossziisagi kocka belsejében véletlenszeriien valasztunk 2001 pontot.
Mutasd meg, hogy ezek koziil kivalaszthatunk 32 pontot gy, hogy akarmilyen
sorrendben kotjiik 6ssze a 32 pontot zart torott vonalat alkotva, a torott vonal hossza

nem lehet nagyobb, mint 32 - v/3!

Egy téglatest formaju terem egy csticsabol induld éleinek hossza 6 m; 9 m és 18 m. A
teremben 28 szinyog ropkod. Bizonyitsd be, hogy minden pillanatban van 2 olyan,
melyek tavolsaga legfeljebb 7 m! (A sziinyogokat tekinthetjiik pontszeriinek.)

Egy 5m x 6m x 3m—es teremben 100 légy ropkod. Igaz - e, hogy mindig van koztiik
2, melyek egymastol valo tavolsaga 2 m — nél kisebb?

Egy téglatest alaku doboz alapja 32 cm oldala négyzet. A dobozban 129 db hangyat
tartanak megfigyelés céljabol. A hangyak csak a doboz aljan maszkalnak, mert az
oldallapok belsé felét bekenték hangyariaszté szerrel. Bizonyitsd be, hogy minden
idépillanatban van 3 hangya, melyek koziil barmely 2 tavolsaga kisebb, mint 57 mm!
Igaz - e, hogy minden idépillanatban van 3 olyan hangya, melyek altal meghatarozott
haromszog teriilete nem nagyobb 8 cm? — nél?
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Adott a sikon 10 egyenes. Bizonyitsd be, hogy van kozottiik 2, amelyek 20° - nal
kisebb szoget zarnak be egymassal!

Adott a sikon 18 egyenes gy, hogy nincs koztiik két parhuzamos. Mutasd meg, hogy
mindig van koztiik 2, melyek altal bezart szog legfeljebb 10°!

Egy konvex hatszog minden oldalat és atlojat pirosra vagy zoldre festettiik.
Bizonyitsd be, hogy talalhato olyan haromszog, melynek oldalai azonos sziniiek!

Egy szabalyos kilencszog csticsait kiszineztiik 2 szinnel. Bizonyitsd be, hogy barmely
szinezés esetén kivalaszthaté 3 egyszinil cstics tugy, hogy azok egyenld szaru
haromszoget hatarozzanak meg!

Igazold, hogy ha egy szabalyos 25 - szognek akarhogyan megrajzoljuk 14 atlojat,
akkor mindig van legalabb 1 olyan csiics, amelybél 1 - nél tobb atl6 indul ki!

Mutasd meg, hogy ha egy szabalyos 14 - szognek akarhogyan megrajzoljuk 25
atlojat, akkor mindig van legalabb 1 olyan cstics, amelybdl 3 - nal tobb atlé indul ki!

Vegyiink fel a sikon 8 darab kiilonb6z6 pontot és kossiink dssze koziiliik néhanyat
egymassal. Bizonyitsd be, hogy van koztiikk legalabb 2 olyan pont, melyeket
ugyanannyi masikkal kotottiink ossze a felvett pontok koziil! (Barmely 2 pontot
legfeljebb egy vonallal kotiink ossze.)

oldal24
valassz kiaz 1,2, ...,100 szamok kozil tetszélegesen 51 — et. biz be, hogy a kivalasztot sazok koziil van
kit olyan, amelyek koziil az egyik a masik osztdja!
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