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Bizonyítási módszerek 
 

 

 

Skatulya – elv lényege: 

 

 Azt használjuk fel, hogy ha van 𝑛 darab sktulyánk, és ezekbe 𝑛 - nél több dolgot helyezünk 

el, akkor biztosan lesz legalább egy olyan skatulya, amelybe egynél több dolog kerül.  

 

 Továbbá, ha az 𝑛 skatulyába 𝑛 ∙ 𝑘 – nál több dolgot helyezünk el, akkor biztosan lesz 

legalább egy olyan skatulya, amelybe 𝑘 – nál több dolog kerül. 
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Gyakorló feladatok 
 

 

 

1. Egy iskolában 𝟓 szakkör működik és 𝟕𝟕 tanuló vesz részt a szakkörök munkájában. 

Egy – egy tanuló legfeljebb három szakkörnek lehet a tagja. Mutasd meg, hogy van 

legalább 𝟒 olyan tanuló, aki pontosan ugyanazokra a szakkörökre jár! 

 

 

 

2. Egy 𝟓 ⨯ 𝟓 – ös táblázatot kitöltöttünk a −𝟏 és 𝟏 számokkal. Ezután képezzük a sorok 

és az oszlopok összegét. Igazold, hogy az így kapott számok között mindig lesz legalább 

két azonos! 

 

 

 

3. Egy 𝟏𝟎 fős csoport minden tanulója felírt a füzetébe 𝟏𝟎 különböző kétjegyű számot. 

Bizonyítsd be, hogy a felírt számok közül legalább 𝟏 kétjegyű szám két füzetben is 

szerepel! 

 

 

 

4. Felírtunk 𝟓 pozitív egész számot. Bizonyítsd be, hogy biztosan van köztük 𝟐, amelyek 

különbsége osztható 𝟒 – gyel! 

 

 

 

5. Bizonyítsd be, hogy 𝟏𝟎𝟎𝟏 darab természetes szám között mindig van 𝟐, amelyek 

különbsége osztható 𝟏𝟎𝟎𝟎 – rel! 

 

 

 

6. Bizonyítsd be, hogy 𝟏𝟏 egész szám között mindig van 𝟐, melyek különbsége osztható 

𝟏𝟎 – zel! 

 

 

 

7. Bizonyítsd be, hogy 𝟑 egész szám között mindig van 𝟐, melyek összege osztható 𝟐 - vel! 

 

 

 

8. Bizonyítsd be, hogy 𝟓 egész szám között mindig van 𝟑, melyek összege osztható 𝟑 – mal! 

 

 

 

9. Bizonyítsd be, hogy 𝟐𝟏 darab egész szám között mindig van 𝟓, amelyek összege 

osztható 𝟓 - tel! 
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10. Bizonyítsd be, hogy ha leírunk 𝟏𝟎 tetszőleges különböző természetes számot, akkor 

mindig van köztük legalább 𝟒 olyan, amelyek közül bármely 𝟐 különbsége osztható  

𝟑 – mal? 

 

 

 

11. Bizonyítsd be, hogy 𝟓𝟗 darab pozitív egész szám között biztosan van 𝟗 olyan, amely  

𝟕 - tel osztva ugyanazt a maradékot adja! Legalább hány pozitív egész számra igaz az 

állítás? 

 

 

 

12. Bizonyítsd be, hogy ha leírunk 𝟏𝟎𝟎 tetszőleges különböző természetes számot, akkor 

mindig van köztük legalább 𝟏𝟎 olyan, amelyek közül bármely 𝟐 különbsége osztható 

𝟏𝟏 – gyel! 

 

 

 

13. Igazold, hogy 𝟏𝟎 pozitív egész szám közül mindig ki lehet választani néhányat úgy, 

hogy összegük nullára végződjön! 

 

 

 

14. Bizonyítsd be, hogy 𝟑 négyzetszám között mindig van 𝟐 olyan, melyek különbsége 

osztható 𝟒 – gyel! 

 

 

 

15. Bizonyítsd be, hogy 𝟑 négyzetszám között mindig van 𝟐, melyek különbsége osztható 

𝟑 – mal! 

 

 

 

16. Bizonyítsd be, hogy 𝟒 négyzetszám között mindig van 𝟐 olyan, melyek különbsége 

osztható 𝟖 – cal! 

 

 

 

17. Bizonyítsd be, hogy 𝟒 négyzetszám között mindig van 𝟐, melyek különbsége osztható 

𝟓 – tel! 

 

 

 

18. Igazold, hogy 𝟓 négyzetszám között vagy van 𝟓 - tel osztható, vagy van 𝟐, amelyek 

különbsége 𝟏𝟎 - zel osztható! 

 

 

 

19. Bizonyítsd be, hogy 𝟕 négyzetszám között mindig van 𝟐, amelyek különbsége osztható 

𝟏𝟎 – zel! 



Brósch Zoltán (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorló Gimnáziuma) 

4 
 

20. Bizonyítsd be, hogy 𝟕 különböző négyzetszám között mindig van 𝟐, melyek 

különbsége 𝟏𝟓 – tel osztható! 

 

 

 

21. Véletlenszerűen leírunk egy papírra 𝟕 darab különböző négyzetszámot. Az alábbi 

állítások közül melyik igaz, melyik hamis? 

 

A: Biztos van köztük 𝟑 - mal osztható. 

 

B: Van köztük 𝟐, melyek különbsége nullára végződik. 

 

C: Van közük 𝟒 szám, melyek számtani közepe egész szám. 

 

 

 

22. Add meg az 𝒏 értékét, ha igaz rá a következő: 𝒏 négyzetszám között vagy van 𝟕 - tel 

osztható, vagy van köztük 𝟐, melyek különbsége 𝟕 - tel osztható! 

 

 

 

23. Bizonyítsd be, hogy 𝟓 darab 𝟏𝟎 – nél nagyobb prímszám között mindig van 𝟐, melyek 

különbsége osztható 𝟏𝟎 – zel! 

 

 

 

24. Bizonyítsd be, hogy 𝟓 darab 𝟓 – nél nagyobb prímszám között mindig van 𝟐, melyek 

különbsége osztható 𝟓 – tel! 

 

 

 

25. Bizonyítsd be, hogy 𝟓 darab 𝟏𝟎𝟎𝟎 – nél nagyobb prímszám között mindig van 𝟐, 

amelyeknek az utolsó számjegye megegyezik!  

 

 

 

26. Bizonyítsd be, hogy legfeljebb 𝟒 különböző prímszámot lehet megadni úgy, hogy 

közülük bármely 𝟑 összege is prím legyen! 

 

 

 

27. Bizonyítsd be, hogy van 𝟐 olyan különböző prímszám, amelyeknek azonos az utolsó  

𝟐𝟎𝟏𝟑 számjegye! 

 

 

 

28. Bizonyítsd be, hogy van 𝟐 olyan különböző prímszám, amelyeknek azonos az utolsó  

𝟐𝟎𝟏𝟕 számjegye! 
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29. Bizonyítsd be, hogy van olyan 𝟐𝟎𝟎𝟏 – gyel kezdődő természetes szám, amely osztható 

𝟏𝟕 – tel! Mutass rá példát! 

 

 

 

30. Bizonyítsd be, hogy van olyan csupa 𝟏 és 𝟎 számjegyekből álló természetes szám, 

amely osztható 𝟏𝟕 – tel! Mutass rá példát! 

 

 

 

31. Bizonyítsd be, hogy a csupa 𝟓 – ös számjegyből álló számok között van olyan, amely 

osztható 𝟐𝟎𝟎𝟗 – cel!  

 

 

 

32. Bizonyítsd be, hogy ha az első 𝟏𝟎𝟎𝟎 pozitív egész szám közül kiválasztunk 𝟓𝟎𝟏 

darabot, akkor biztosan van közöttük 𝟐, amelyek relatív prímek! 

 

 

 

33. Bizonyítsd be, hogy bárhogyan választunk ki az 𝟏; 𝟐; … ; 𝟐𝒏 számok közül  

𝒏 + 𝟏 – et, biztosan lesz a kiválasztottak között 𝟐 olyan, amelyek relatív prímek!  

 

 

 

34. Bizonyítsd be, hogy 𝒏 + 𝟏 darab egész szám között mindig van 𝟐, melyek különbsége 

osztható 𝒏 – nel! 

 

 

 

35. Bizonyítsd be, hogy a 𝟑 pozitív egész kitevőjű hatványainak utolsó jegyeiből álló 

sorozat periodikus! 

 

 

 

36. Bizonyítsd be, hogy a 𝟐 pozitív egész kitevőjű hatványainak utolsó 𝟑 jegyéből álló 

sorozat periodikus! 

 

 

 

37. Leírtuk a természetes számokat sorban 𝟏 – től 𝟏𝟐𝟑 – ig, azután aláírtuk még egyszer 

ugyanezeket a számokat, de tetszőleges sorrendben. Végül a felső sorban álló 

számokból kivontuk az alattuk állókat, és a különbségeket összeszoroztuk. Bizonyítsd 

be, hogy a végeredmény páros szám lett! 

 

 

 

38. Az 𝟏 − 𝟐 − 𝟑 − 𝟒 − ⋯ − 𝟐𝟎𝟎𝟏 kifejzésben zárójelpárok alkalmas elhelyezésével 

jelölhetjük ki a műveletek elvégzésének sorrendjét. Bizonyítsd be, hogy vannak olyan 

zárójelezések, melyek ugyanazt az eredményt adják! 
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39. Biyonyítsd be, hogy ha felírtunk 𝟏𝟓 egymás utáni egész számot, akkor biztosan van 

köztük 𝟐, amelyek összege osztható 𝟏𝟓 – tel! 

 

 

 

40. Igaz - e, hogy ha felírtunk 𝟏𝟓 pozitív egész számot, akkor biztosan van köztük 𝟐, 

amelyek összege osztható 𝟏𝟓 – tel? 

 

 

 

41. Bizonyítsd be, hogy legfeljebb 𝟖 egész számot írhatunk fel úgy, hogy semelyik 𝟐 

összege és semelyik 𝟐 különbsége sem osztható 𝟏𝟓 – tel! 

 

 

 

42. Bizonyítsd be, hogy legalább 𝟔 egész számot kell megadni ahhoz, hogy biztosan legyen 

közöttük legalább 𝟐, melyek különbsége osztható 𝟓 – tel! 

 

 

 

43. Bizonyítsd be, hogy legkevesebb 𝟗 egész számot kell felírni ahhoz, hogy biztosan 

legyen köztük 𝟐, amelyek különbsége osztható 𝟖 – cal! 

 

 

 

44. Bizonyítsd be, hogy 𝟓 egész szám között mindig van 𝟐, melyek összege vagy 

különbsége osztható 𝟕 - tel! 

 

 

 

45. Bizonyítsd be, hogy tetszőleges 𝟒 pozitív egész szám közül mindig ki lehet választani 

néhányat (egyet, kettőt, hármat vagy négyet) úgy, hogy a kiválasztott számok összege 

osztható legyen 𝟒 – gyel! 

 

 

 

46. Bizonyítsd be, hogy tetszőleges 𝟓 pozitív egész szám közül mindig ki lehet választani 

néhányat (egyet, kettőt, hármat, négyet vagy ötöt) úgy, hogy a kiválasztott számok 

összege osztható 𝟓 – tel! Milyen számot írhatunk az 𝟓 helyett? 

 

 

 

 

47. Az első 𝟏𝟎𝟎 pozitív egész számot ráírtuk egy – egy cédulára és beletettük egy kalapba. 

Bekötött szemmel, visszatevés nélkül kihúzunk 𝟓𝟓 számot. Igaz – e, hogy a kihúzott 

számok között biztosan van 𝟐 olyan szám, amelyek különbsége éppen 𝟗? Vizsgáld 

meg a problémát 𝟗 helyett 𝟏𝟎 – re, 𝟏𝟏 – re és 𝟏𝟐 – re! 
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48. Bizonyítsd be, hogy minden társaságban van 𝟐 olyan ember, akiknek azonos számú 

ismerőse van a társaság tagjai közül! (Az ismeretséget kölcsönösnek tételezzük fel.) 

 

 

 

49. A [𝟎; 𝟏] intervallumon kijelölünk 𝟒 számot. Igazold, hogy van közöttük 𝟐, melyek 

eltérése legfeljebb 
𝟏

𝟑
! 

 

 

 

50. Bizonyítsd be, hogy 𝟓 rácspont között mindig van 𝟐, melyek által meghatározott 

szakasz felezőpontja is rácspont! (Rácspont a koordináta – rendszer olyan pontja, 

melynek mindkét koordinátája egész szám.) 

 

 

 

51. Bizonyítsd be, hogy a térben 𝟗 rácspont között, ha semelyik 𝟑 nem esik egy egyenesre, 

mindig van 𝟐, melyek szakaszának felezőpontja is rácspont! 

 

 

 

52. Bizonyítsd be, hogy a síkon 𝟏𝟑 rácspont között, ha semelyik 𝟑 nem esik egy egyenesre, 

mindig van 𝟑, amelyek által meghatározott háromszög súlypontja is rácspont! 

 

 

 

53. Egy 𝟓 𝒅𝒎 oldalú, négyzet alakú céltáblára 𝟑𝟎 lövés érkezik. Mutasd meg, hogy 

biztosan van 𝟐 lövés, amelyek távolsága legfeljebb 𝟏, 𝟓 𝒅𝒎! 

 

 

 

54. Igazold, hogy bárhogy is veszünk fel egy 𝟑𝟎 ⨯ 𝟑𝟎 𝒄𝒎 – es négyzetben 𝟏𝟎 pontot, 

mindig van 2 olyan pont, amelyek távolsága 𝟏𝟓 𝒄𝒎 – nél kisebb! 

 

 

 

55. Bizonyítsd be, hogy ha egy egység oldalú négyzetben felveszünk 𝟑𝟑 pontot, akkor 

mindig lesz köztük 𝟑 olyan, amelyek által meghatározott háromszög területe nem 

nagyobb, mint 
𝟏

𝟑𝟐
! 

 

 

 

56. Igazold, hogy bárhogy is veszünk fel egy 𝟑𝟓 𝒄𝒎 oldalú négyzetben 𝟓𝟏 pontot, mindig 

van 𝟑 olyan pont, amelyek egy 𝟓 𝒄𝒎 sugarú körlappal lefedhetők! 

 

 

 

57. Egy 𝟔 𝒅𝒎 oldalú, négyzet alakú céltáblára 𝟏𝟎 lövés érkezik. Bizonyítsd be, hogy 

biztosan van 𝟐 lövés, amelyek távolsága legfeljebb 𝟑 𝒅𝒎! 
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58. Négyzet alakú céltáblára lead valaki 𝟔𝟓 lövést, amelyek mindegyike talál. A céltábla 

oldala 𝟐𝟒 𝒄𝒎 hosszúságú. Bizonyítsd be, hogy a találatok között mindig van 𝟐 olyan, 

amelyek távolsága nem nagyobb, mint 𝟑 ∙ √𝟐 𝒄𝒎! 

 

 

 

59. Az 𝟏 egység oldalú négyzetbe helyezzünk el 𝟑𝟎 pontot. Bizonyítsd be, hogy mindig 

található a pontok között 𝟒 olyan, hogy ezek egy 𝟎, 𝟐𝟓 sugarú körlappal lefedhetők! 

(A körlap egy része kívül lehet a négyzeten.) 

 

 

 

60. Egy 𝟏 𝒎 oldalú négyzetben felveszünk 𝟐𝟎𝟏 𝒅𝒃 pontot. Bizonyítsd be, hogy van 

köztük 𝟑, melyek lefedhetők egy 𝟏𝟔𝟎 𝒄𝒎𝟐 területű körrel! 

 

 

 

61. Adott egy 𝟐 egység oldalú négyzet. Bizonyítsd be, hogy el lehet helyezni a négyzet 

belsejében vagy a határán 𝟗 pontot úgy, hogy bármely 𝟐 távolsága legalább 𝟏 legyen! 

El lehet – e helyezni 𝟏𝟎 pontot? 

 

 

 

62. Egy téglalap egy csúcsából kiinduló oldalainak hossza 𝟏𝟓 𝒄𝒎 és 𝟐𝟎 𝒄𝒎. Kijelölünk 

𝟐𝟔 pontot a téglalapon. Bizonyítsd be, hogy mindenképpen lesz 𝟐 olyan pont a 

kijelöltek között, melyek távolsága legfeljebb 𝟓 𝒄𝒎! 

 

 

 

63. Egy 𝟏𝟎 𝒎 × 𝟏𝟓 𝒎 alapterületű teremben 𝟏𝟓𝟐 ember vesz részt egy állófogadáson. 

Mutasd meg, hogy mindig kiválasztható közülük 𝟐, akik legfeljebb 𝟏, 𝟓 méter 

távolságra állnak egymástól! 

 

 

 

64. Egy 𝟏𝟎 𝒎 széles és 𝟐𝟎 𝒎 hosszú kertben 𝟓𝟏 darab gyümölcsfát ültettek el. Bizonyítsd 

be, hogy van legalább 𝟐 olyan gyümölcsfa, melyeket 𝟑 𝒎 – nél közelebb ültettek 

egymáshoz! 

 

 

 

65. Egy 𝟏𝟓 méter oldalú szabályos háromszög alakú virágoskertben elültettünk  

𝟏𝟎 rózsatövet. Bizonyítsd be, hogy biztosan van 𝟐, melyek távolsága kisebb, mint  

𝟓 méter! 

 

 

 

66. Egy 𝟏𝟐 𝒄𝒎 oldalú szabályos hatszöglapon felveszünk 𝟏𝟗 pontot. Bizonyítsd be, hogy 

mindig van legalább 𝟒 olyan pont, amelyek közül bármely kettőnek a távolsága nem 

nagyobb 𝟏𝟐 𝒄𝒎 – nél! 
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67. Egy 𝟒𝟎 𝒄𝒎 oldalú, szabályos hatszög alakú céltáblára 𝟕 lövés érkezik. Bizonyítsd be, 

hogy van közöttük legalább 𝟐 olyan, amelyek egymástól mért távolsága nem nagyobb 

𝟒𝟎 𝒄𝒎 –nél! 

 

 

 

68. Egy téglalapot 𝟏𝟑 egyenes metsz úgy, hogy mindegyik egyenes 𝟐 olyan négyszögre 

bontja a téglalapot, amelyek területének aránya 𝟏: 𝟓. Mutasd meg, hogy ekkor van  

𝟒 olyan egyenes, amelyek egy pontban metszik egymást! 

 

 

 

69. Egy egység sugarú, körlap alakú céltáblát 𝟕 találat ér. Bizonyítsd be, hogy van  

𝟐 találati pont, amelyek távolsága legfeljebb 𝟏! 

 

 

 

70. Egy egység sugarú, kör alakú céltáblát 𝟏𝟑 találat ér. Bizonyítsd be, hogy van 𝟑 olyan 

találati pont, amelyek távolsága páronként legfeljebb 𝟏 egység! 

 

 

 

71. Egy kör alakú céltáblán 𝟗 találat van, a kör sugara 𝟓𝟎 𝒄𝒎. Igazold, hogy akad 𝟐 olyan 

találat, amelyek mindegyike ugyanabban a 𝟑𝟏𝟐, 𝟓𝝅 𝒄𝒎𝟐 területű síkrészben van! 

 

 

 

72. Egy 𝟒 egység élhosszúságú kocka belsejében véletlenszerűen választunk 𝟐𝟎𝟎𝟏 pontot. 

Mutasd meg, hogy ezek közül kiválaszthatunk 𝟑𝟐 pontot úgy, hogy akármilyen 

sorrendben kötjük össze a 𝟑𝟐 pontot zárt törött vonalat alkotva, a törött vonal hossza 

nem lehet nagyobb, mint 𝟑𝟐 ∙ √𝟑! 

 

 

 

73. Egy téglatest formájú terem egy csúcsából induló éleinek hossza 𝟔 𝒎; 𝟗 𝒎 és 𝟏𝟖 𝒎. A 

teremben 𝟐𝟖 szúnyog röpköd. Bizonyítsd be, hogy minden pillanatban van 𝟐 olyan, 

melyek távolsága legfeljebb 𝟕 𝒎! (A szúnyogokat tekinthetjük pontszerűnek.) 

 

 

 

74. Egy 𝟓𝒎 ⨯ 𝟔𝒎 ⨯ 𝟑𝒎 – es teremben 𝟏𝟎𝟎 légy röpköd. Igaz - e, hogy mindig van köztük 

𝟐, melyek egymástól való távolsága 𝟐 𝒎 – nél kisebb? 

 

 

75. Egy téglatest alakú doboz alapja 𝟑𝟐 𝒄𝒎 oldalú négyzet. A dobozban 𝟏𝟐𝟗 𝒅𝒃 hangyát 

tartanak megfigyelés céljából. A hangyák csak a doboz alján mászkálnak, mert az 

oldallapok belső felét bekenték hangyariasztó szerrel. Bizonyítsd be, hogy minden 

időpillanatban van 𝟑 hangya, melyek közül bármely 𝟐 távolsága kisebb, mint 𝟓𝟕 𝒎𝒎! 

Igaz - e, hogy minden időpillanatban van 𝟑 olyan hangya, melyek által meghatározott 

háromszög területe nem nagyobb 𝟖 𝒄𝒎𝟐 – nél? 



Brósch Zoltán (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorló Gimnáziuma) 

10 
 

76. Adott a síkon 𝟏𝟎 egyenes. Bizonyítsd be, hogy van közöttük 𝟐, amelyek 𝟐𝟎° - nál 

kisebb szöget zárnak be egymással! 

 

 

 

77. Adott a síkon 𝟏𝟖 egyenes úgy, hogy nincs köztük két párhuzamos. Mutasd meg, hogy 

mindig van köztük 𝟐, melyek által bezárt szög legfeljebb 𝟏𝟎°! 

 

 

 

78. Egy konvex hatszög minden oldalát és átlóját pirosra vagy zöldre festettük. 

Bizonyítsd be, hogy található olyan háromszög, melynek oldalai azonos színűek! 

 

 

 

79. Egy szabályos kilencszög csúcsait kiszíneztük 𝟐 színnel. Bizonyítsd be, hogy bármely 

színezés esetén kiválasztható 𝟑 egyszínű csúcs úgy, hogy azok egyenlő szárú 

háromszöget határozzanak meg! 

 

 

 

80. Igazold, hogy ha egy szabályos 𝟐𝟓 - szögnek akárhogyan megrajzoljuk 𝟏𝟒 átlóját, 

akkor mindig van legalább 𝟏 olyan csúcs, amelyből 𝟏 - nél több átló indul ki! 

 

 

 

81. Mutasd meg, hogy ha egy szabályos 𝟏𝟒 - szögnek akárhogyan megrajzoljuk 𝟐𝟓 

átlóját, akkor mindig van legalább 𝟏 olyan csúcs, amelyből 𝟑 - nál több átló indul ki! 

 

 

 

82. Vegyünk fel a síkon 𝟖 darab különböző pontot és kössünk össze közülük néhányat 

egymással. Bizonyítsd be, hogy van köztük legalább 𝟐 olyan pont, melyeket 

ugyanannyi másikkal kötöttünk össze a felvett pontok közül! (Bármely 𝟐 pontot 

legfeljebb egy vonallal kötünk össze.) 

 

 

 

 
oldal24 
válassz ki az 1,2, … ,100 számok közül tetszőlegesen 51 – et. biz be, hogy a kiválasztot sázok közül van 
klt olyan, amelyek közül az egyik a másik osztója! 
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